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Capitulo 1

Introduccion

La (co)homologia de dlgebras de Lie tiene diversas aplicaciones a la geometria, a la teoria de
representaciones de grupos y a la teoria de grupos en general, entre otras. Resultados notables
en esta direccién son los clésicos trabajos de Nomizu [N] y Bott [B], en los que se reduce el
problema de calcular ciertos invariantes geométricos o topoldgicos al problema algebraico de
calcular la cohomologia de ciertas algebras de Lie asociadas al espacio geométrico o topolégico
en cuestién. En esta tesis se calcula la dimensién de la homologia de una familia de algebras de
Lie solubles en términos del caracter del algebra exterior de las representaciones irreducibles de

s((2,C).
Sea b la subdlgebra de Borel de s((2,C), es decir el dlgebra de Lie con base {H, E} y con
corchete [H, E] = 2E. Para cada n, sea V,, la representacién irreducible de sl(2,C) de peso

maximo n. Haciendo actuar b en V,, se define el algebra de Lie
b, =bxV,.

Es claro que b, es un dlgebra de Lie de dimensién n + 3, si n = 0 es 2-pasos soluble y si
n # 0 es 3- pasos solubles. Si n # 0, el radical nilpotente de b,, es isomorfo al dlgebra de Lie
Filiforme estandar de dimension n + 2. En este trabajo se expresa, para todo n, la dimensién de
la homologia de by, con coeficientes triviales H,(b,) en términos del cardcter del algebra exterior
de las representaciones irreducibles de sl(2, C).

Por resultados conocidos de homologia de dlgebras de Lie, el problema de calcular H,(b,,) se
reduce a calcular H, (b, /\j V) para todo j = 0,...,n+ 1. En este trabajo, a su vez, se muestra
que este problema se reduce a calcular el espacio de sl(2, C)-invariantes en /\j V., que denotamos
por (/\j Vn)ﬁl(Q’C)-

Para calcular la dimensién del espacio (A7 V;,)*42C) se expresa el cardcter de A? V;, en térmi-
nos de los g-coeficientes binomiales gaussianos y se calcula la multiplicidad de la representacion
trivial en /\j V,, a partir de ellos. Con esta informacién se obtiene una expresién para la dimensién
de Hy(by,) para todo k y todo n.

Mas precisamente, se demuestra que

dim Hy (b,) :ao(/k\vn) +a0(k/_\1vn), 0<k<n+3;

(entendemos que A\’ V,, = 0sij>n+10j < 0) donde ag(V) = dim (VsU20)). Teniendo en
cuenta que el cardcter de /\k V,, estd dado por el polinomio

2_(n n+1
Ch/\kVn(q):qk (H)k< & >q2



se obtiene que

dim Hy(b,) = c(()k) + c(()k_l) - cgk) - cgk_l).
donde cgk) es el coeficiente de ¢" en ch i, (q).
Utilizando este resultado fue posible obtener también :
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Al final se incluye un breve analisis sobre el comportamiento asintético de la dimension de
la homologia.

En un futuro inmediato estamos interesados en calcular H,(b,,A) donde X : b, — C es un
caracter de b,,. Este trabajo que ya se encuentra avanzado en una tesis de grado de un estudiante
bajo mi direccién. Este problema es un paso hacia el objetivo de encontrar una relaciéon general
entre la homologia de un dlgebra de Lie soluble de dimensién finita y su sombra nilpotente, que
es una extension del radical nilpotente. Esto 1ltimo es uno de los principales objetivos de un
proyecto de investigacion financiado por el CIUNSa del cual soy codirectora.

Esta tesis esté realizada dentro del marco de la Maestria de Matemaética Aplicada dictada
por la Universidad Nacional de Salta de la Facultad de Ciencias Exactas.



Capitulo 2

Introduccién a las Algebras de Lie

En este capitulo haremos un resumen de los principales conceptos relacionados con la teoria
de algebras de Lie. En general, buscaremos dar ejemplos béasicos de los conceptos introducidos
y saltearemos las demostraciones que pueden ser encontradas en cualquier libro estdndard sobre
el tema, por ejemplo James E Humphreys, [3], San Martin, [6].

Siempre F denotara un cuerpo de caracteristica 0, y algebraicamente cerrado excepto que se
especifique otra cosa.

2.1. Definicién y Ejemplos

Definicion 2.1.1. Un &lgebra de Lie es un espacio vectorial g sobre F junto con un producto
denominado corchete o conmutador

[]:gxg—g

con las siguientes propiedades:
(a) es bilineal para todo z,y,z € gy a,B €F
laz + By, 2] = alz,z]+ Bly, ]
[z,ay+B2] = alz,y]+ flz, 2]
(b) antisimétrico, [z, x] = 0 para todo = € g

(c) satisface la identidad de Jacobi para todo x,y,z € g

[:L', [y7 ZH + [Z7 [xv y]] + [y7 [Z,.ZL‘H =0
Esta igualdad puede ser reescrita de las siguientes maneras

(@) [z, [y, 2l] = [[z,9], 2] + [y, [, 2]].
(b) [f,y], 2] = [z, 2], 4] + [, [y, =]].

FEn general un algebra es un espacio vectorial con un producto esto es una aplicacién de g x g en
g. Cualquier aplicacion de este tipo que merezca este nombre debe ser bilineal. La antisimetria
y la identidad de Jacobi son caracteristicas de las algebras de Lie.

Existe por ejemplos dlgebras asociativas, las cuales tienen la propiedad adicional x(yz) =
(zy)z. Convine observar que el corchete de Lie en general no es asociativo porque siempre
[z, x],y] = 0y sin embargo [z, [z, y]] no siempre se anula.



Definicion 2.1.2. Sea g un &lgebra de Lie. Una subélgebra de g es un subespacio vectorial h
de g que es cerrada para el corchete es decir

Vz,y € h [,y €h

Example 2.1.3. gl(n,F) el espacio de todas las transformaciones lineales de un espacio vectorial
de dimensién n en si mismo, el cual es isomorfo a todas las matrices n X n con coeficientes en
IF, el corchete esta dado por

[x,y] = zy —yzr x,y matrices

Sea e;; la matriz n x n cuya entrada (7,j) vale 1 y 0 en los otros casos. El siguiente conjunto es
una base para gl(n,[F)
{eijri,j=1,---,n}
La siguiente formula es muy 1til para calcular el corchete de Lie entre matrices.
leij em] = djrea — duiex; (2.1.1)

donde d;; =1sii =75,y d;; =0sii#j.
El algebra de transformaciones lineales de un espacio vectorial V' se denotara gl(V).

Example 2.1.4. Algebras de Lie provenientes de algebras asociativas. Sea 2l un &lgebra aso-
ciativa en 2l se define el siguiente corchete o conmutador

[zy]=ay—yz zyeA
Este corchete define en 2 una estructura de algebra de Lie.

Example 2.1.5. Algebras abelianas [,] = 0. En este caso, la estructura de algebra de Lie no
aporta nada a la estructura de espacio vectorial. Ejemplos de dlgebras abelianas

(a) Sidimg =1 entonces g es un algebra abeliana.
(b) Todo subespacio de dimensién 1 de una algebra de Lie es una subdlgebra abeliana.

(c) El espacio de matrices diagonales es una subdlgebra abeliana de gl(n,F)

ap - 0
o(n,F) = {zegl(nF):z= } (2.1.2)
0 an,
al —b1
b1 al
(d) El espacio de las matrices de la forma como subdlgebra de
ar, —by
bk af

gl(2k,TF), es una algebra abeliana. Todo subespacio de un dlgebra abeliana es una subélgebra.
Examples 2.1.6. Subalgebras de gl:

(a) so(n,F) = {z € gl(n,F) : z+2' = 0} donde z* indica la traspuesta de la matriz z. El espacio
de las matrices simétricas

{z € gl(n,F):z =2}

no es una subdlgebra si n > 2, pues si z,y son simétricas entonces [z, y] es antisimétrica.



(b)

sl(n,F) = {x € gl(n,F) : tr(z) = 0}, el corchete es cerrado pues tr(zy) = tr(yx).

a b
5[(n,IF)—{<C _a>.a,b,cEF}
[ (1 0 (01 (00
UnabasedeestaalgebraesH—(0 _1>, E—<O 0), F_(l 0)

Para esta algebra tenemos [H, E| = 2E, [H,F]=—-2F y [E,F] = H.
El conjunto de las matrices triangulares superiores con ceros en la diagonal

0 *
n(n,F)={zecgl(n,F):z= } (2.1.3)
0 0

es una subdlgebra; y se denomina algebra de matrices triangulares superior estricta.

Sea e;; como en el ejemplo 2.1.3 una base para esta algebra seria el siguiente conjunto
{e,'j:i<j,i,j:1,--- ,TL}

El espacio de las matrices triangulares superiores

al *

tn,F) = {xeglnF):z= } (2.1.4)

es una subalgebra.

Sea e;; como en el ejemplo anterior una base para esta dlgebra serfa el siguiente conjunto

{ezJ’LSJ,Z,]:L ,TL}

(e) sp(2n,F) = {z € gl(n,F) : zj + jz* = 0} donde j es una matriz en bloque nan

i=(1 )

donde 0 representa la matriz nula y 1 la matriz identidad ambas nan.

(f) so(p,q,F) = {z € gl(n,F) : 25 + ja' = 0} donde

- —1lyp O )
g ( 0 1q><q

Example 2.1.7. Algebras de Lie de dimension menor igual que 2. Toda &lgebra de Lie de
dimensién 1 es abeliana. Sea g un édlgebra de Lie de dimensién 2 sobre el cuerpo F existen dos
posibilidades

(a)

g es abeliana



(b) Existe una base {z,y} de g tal que
[z,y] =y
y a partir de ah{ el corchete de dos elementos de g estda dado

[ax 4 by, cx + dy] = (ad — be)[x, y] = (ad — be)y

De hecho supongamos que g no es abeliana y tomemos una base {z’,y'} de g. Entonces,
[',9'] # 0 pues caso contrario g serfa abeliana. Sea y” = [2/, 1] y escojamos z” de manera
que {z”,y"} sea una base de g. Entonces "/ = az’ + by',y" = ca/ +dy' y

[x//’y//] — ay//

con a # 0. Los elementos z = 12" e y = y” nos da la base requerida. Como 4lgebras de Lie
tenemos

w=t(§ 2 )raremyn=((§ ) aven

son ejemplos concretos de dlgebras de Lie de dimension dos no abeliana.

Observar que g; es una subélgebra de sl(2,F).

2.2. Mortfismos e Ideales

Definicion 2.2.1. Sean g y b dos dlgebras de Lie,sea 1 : g — h una transformacién lineal es un
» homomorfismo si Y[z, y] = [z, Yyl;
= isomorfismo si es un homomorfismo invertible

= automorfismo si es un isomorfismo g = h Las dlgebras g y b son isomorfas si existe un
isomorfismo ¥ : g — b.

Example 2.2.2. Los homomorfismos entre dlgebras abelianas son las transformaciones lineales.
Dos algebras abelianas son isomorfas si y sélo si tienen la misma dimensién.

Example 2.2.3. La aplicacién traza
tr:gl(n,F) = F

es un homomorfismo, pues tr(zy — yx) = 0 para cualquier transformacion lineal x,y y por lo
tanto tr[z,y] = 0 = [trz, try] ya que F es abeliana.

Un homomorfismo muy importante es la transformacién adjunta.
Definition 2.2.4. Sea g un algebra de Lie se define
ad : g — gl(g)

adz(y) = [z,y] para todo z,y € g. Se sigue de la bilinealidad que adz es lineal para todo = y que
x — adx es lineal. Para demostrar que es un homomorfismo de dlgebra de Lie hay que chequear

ad([z,y]) = adz o ady — ady o adz para todo x,y € g;

pero esto es equivalente a la identidad de Jacobi.



Definicion 2.2.5. Sea g un dlgebra de Lie, un subespacio h es un ideal si

Vy e,z € g, [z,y] € b,
Es decir
l9.0] ={lz.y]:xcgyeb}Ch
Examples 2.2.6. Todo ideal es una subdlgebra pero no toda subdlgebra es un ideal.

Por ejemplo el subespacio de s[(2,F) generado por < L

0 —1 ) es una subalgebra por ser

unidimensional y no es un ideal pues

[ 1 0 0 1 |= 0 2
o -1 )’\Lo 0)/)" \0 0
Todo subespacio de una algebra abeliana es un ideal.

Sea g un algebra de Lie entonces 0 y g son ideales y se denominan ideales triviales.

Definicion 2.2.7. Si g es un algebra de Lie no abeliana cuyos tnicos ideales son los triviales,
se dice que g es un algebra de Lie simple

Definicion 2.2.8. Sea g un dlgebra de Lie se denomina centro de g al siguiente conjunto
3() ={rcg:[r,y] =0Vy e g}

El centro es un ideal.
b

=0 5 ) Lo o = (e o (2.2.1)
(e %) Co Sp=(a ")

Por lo tanto si x € 3(g) se debe cumplir b =0y ¢ = 0. Por otro lado

[(8_%)(83)]-(820&) (2.2.2)

en consecuencia x esta en el centro si z = 0.

Examples 2.2.9. Sea g = s[(2,F) el 3(g) = 0 pues sea z = ( CCL ) entonces

Example 2.2.10. El élgebra g = s[(2,F) es un algebra de Lie simple.
Sea I # 0 un ideal de g, sea 0 # x € [ entonces [z, H| € I y

([2, H), E] :—2c< o )

por lotanto H € [ sic#0.Sic=0y b=0entoncesa #0y

1 0
x—@(o _1>€I

entonces H € [ y por ultimo si b # 0 entonces

1 0
[z, H], F| —Qb( 0 —1 > el
entonces H € I. Como [z,H| € I para todo = € sl(2,F), entonces [E,H| = —2E € [y
[F,H|] =2F € I por lo que E, F € I. Con lo que concluimos que I = sl(2,C).
Notar que estamos trabajando con un cuerpo de caracteristica 0. El centro de s((2, F) depende
de la caracteristica del cuerpo.



Example 2.2.11. Sea b la subélgebra de sl(2,F) generada por H, E. b tiene dimensién 2 y se
denomina subélgebra de Borel de sl(2,F).

b:{(% _ba>:a,beIE‘}

Tomando ¢ = 0 en 2.2.1, obtenemos que para que x € 3(b) se debe cumplir b = 0 y por 2.2.2
tenemos a = 0 entonces 3(b) = 0.
Los ideales de b son los triviales e I = {aF : a € F}. b no es simple. Ademas [I,I] = 0.

Example 2.2.12. Sea [ y J ideales del algebra de Lie g y sea
I+J={z+y:zel,yecJ}

I+ J es un ideal g.

Example 2.2.13. Sea [ y J ideales del algebra de Lie g y sea
L, J] = {lz,y]:x € Ly € J})

donde () significa subespacio generado. [/, J] es un ideal.

Tenemos un importante ejemplo cuando I = J = gy denotamos g’ = [g, g] a g’ se le denomina
el algebra derivada de g.

Sea 1 : g — b un homomorfismo. Es inmediato verificar

= Nut es un ideal

= im1) es una subélgebra.

2.3. Cocientes y Teoremas de isomorfismo

Definicién 2.3.1. Sea g un &lgebra de Lie y h un ideal. En el espacio vectorial cociente g/h, se
define

[z,9] = [z, 4]

donde T denota la clase = + h. Se debe demostrar que el corchete no depende de la elecciéon de
los representantes de las clases. Este corchete define en g/h una estructura de dlgebra de Lie.
Es necesario que § sea un ideal para que el corchete esté bien definido.

Se define

0:9 — ga/b
r = T

0 es un homomorfismo sobreyectivo de algebras de Lie y se denomina homomorfismo canénico.

Theorem 2.3.2. (a) Sea v : g — b un homomorfismo. Entonces
g/ Nuvy ~imy
El isomorfismo estd dado por la aplicacion

g/Nuwp — im
T = ()



(b) Sea g dlgebra de Lie y b1,ha C g ideales de g. Entonces,
(h1 +b2)/b1 = bh2/b1 N ba.
El isomorfismo pasando al cociente es

b1 +b2 — b2/hiNbh
T1+ X2 — X9

Example 2.3.3. Supongamos que g es la suma directa de

g="b1+bh
con b ideal y by subdlgebra. Entonces g/h1 ~ ho. El isomorfismo estd dado por
be — g/h

r — T=ux+Db.
Example 2.3.4. El subconjunto
3={al € gl(n,F):acF}

donde 1 es la identidad es un ideal de gl(n,F). Ademas gl(n,F) = 3 & sl(n,F), por el ejemplo
anterior tenemos gl(n,F)/; ~ sl(n,F).

Example 2.3.5. Sean

0 =*
g={zecglBF):z= 0 0 = |}
0 00
y
0 0 =x
h={zegl(3F):z=1 0 0 0 |}
0 00

bh es un ideal de g. g/h es un dlgebra de Lie abeliana de dimensién 2. El élgebra g se conoce
como el algebra de Heisenberg.

2.3.1. Correspondencia entre ideales

Supongamos que [ es un ideal de una algebra g. Existe una correspondencia biyectiva entre
los ideales del édlgebra factor g/I y los ideales de g que contienen a I.

Proposition 2.3.6. Si J es un ideal de g tal que I C J, entonces J/I es un ideal de g/I.
Inversamente si K es un ideal de g/I, entonces el conjunto J ={z €g:z+1 € K} es un ideal
degy K CJ.

2.3.2. Suma directa de algebras de Lie
Definicion 2.3.7. Sean g1, - , g, algebras de Lie y
g=01D - Don

una suma directa como espacios vectoriales. Esto es, g = g1 X - -+ X g,. Para & = (x1, -+, xy),
y=(y1, - ,Yn), se define

[xvy] - ([x17y1]7 T [l'n,yn])
define en g una estructura de &dlgebra de Lie en la que la i-ésima componente es un ideal
isomorfo g;. De modo semejante puede definirse un producto directo y una suma directa de
infinitos téminos.

10



2.4. Derivaciones

Definition 2.4.1. Una aplicacién lineal D : g — g es una derivacién de dlgebra de Lie g si
satisface
Dlz,y] = [Dz,y] + [z, Dy| para todo x,y € g

De un modo més general, una derivacién de un &algebra arbitraria es una transformacion
lineal que satisface la regla de Leibniz de derivada de un producto D(zy) = D(z)y + xD(y).

Example 2.4.2. La ad : g — g es una derivacién pues por la identidad de Jacobi tenemos

ad(z)[y, 2] = [z, [y, 2]] = [[=, y], 2] + [y, [, 2]]

Las derivaciones de este tipo se denominan derivaciones internas. El conjunto de estas derivacio-
nes coincide con la imagen de la representacion adjunta. El espacio de las derivaciones internas
es una subdlgebra de gl(g). No es dificil verificar que el conjunto de todas las derivaciones es
una subalgebra de gl(g).

Example 2.4.3. Toda transformacién lineal en un dlgebra abeliana es una derivacion.

Example 2.4.4. Sea b la subalgebra de Borel de s((2,C), es decir que b = (H, E), con [H, E]| =
2E. Sea D : b — b lineal que en la base { H, E'} se representa como

a c
= (5 )
Para encontrar una relacién entre a, b, ¢, d para que D sea una derivacién es suficiente usar la
relacién 2DE = D[H, E] = [DH, E] + [H, DE].
Obtenemos
2(cH + dE) = [aH + bE,E]+ [H,cH + dFE]

cH 4 dE = 24

[H, E]

Entonces a = 0 y ¢ = 0. Por lo tanto las matrices de derivacién de b son de la forma

00
D =
Estas matrices tienen la misma forma que las matrices que aparecen en la representacion adjunta
de b. Por lo tanto todas las derivaciones de b son internas.

2.5. Algebras de Lie Nilpotentes

Es natural estudiar el dlgebra de Lie g a través de sus ideales. Sea g un algebra de Lie e 1
un ideal nos preguntamos jcuando el dlgebra cociente g/I es una dlgebra abeliana?. El siguiente
Lema nos da la respuesta.

Lemma 2.5.1. Sea I un ideal de g. Entonces g/I es abeliana si y solo si I contiene dlgebra
derivada g’ = [g, g].

Este Lema nos dice que el dlgebra derivada g’ es el menor ideal de g para el cual el cociente es
abeliano. Por el mismo argumento el dlgebra derivada g’ tiene un ideal contenido en si misma cuyo
cociente es abeliano y asi sucesivamente generando una serie decreciente de cocientes abelianos.

11



Definition 2.5.2. Se define una sucesion de ideales de g

=9, ¢g'=[g9, =[] .0=[00""]

Esta serie se denomina serie central descendente, la razén para el nombre ” serie central” proviene
del hecho que el factor g¥/gF*+! estd contenido en el centro de g/gF+!

Definition 2.5.3. El algebra de Lie g se dice nilpotente si existe n tal que g™ =0
Examples 2.5.4. (a) Toda &lgebra de Lie abeliana es nilpotente.

(b) Toda algebra de Lie nilpotente es soluble, pues se demuestra g C g’ haciendo induccién

en i.

Veamos que la inversa de la tltima afirmacién es falsa. Sea g = t(n,F) en la seccién 2.6 se
mostré que gt = g(l) = n(n,F), observar que la formula 2.6.1 es también vilida si i < j entonces
g2 = [g,0'] = g' por lo tanto g’ = g'para todo i > 1. Asi t(n,F) es soluble pero no es nilpotente.

El 4lgebra g = n(n,F) es nilpotente. Pues g' es el espacio generado por aquellos e;; de nivel
> 2, g2 estd generado por los de nivel > 3, ..., g’ por los de nivel > i + 1. Por lo tanto existe n
tal que g" = 0.

La siguiente proposicion nos muestra propiedades de las algebras de Lie nilpotente.

Proposition 2.5.5. Sea g un dlgebra de Lie .

(a) Si g es nilpotente entonces toda subdlgebra o imagen homomdrfica de g es nilpotente.
(b) Sig/3(g) es nilpotente, entonces g es nilpotente.

(c) Si g es nilpotente distinta de 0, entonces 3(g) # 0.

Demostracion. Para demostrar a) se imita la prueba de la proposicién 2.6.6.
b) Sea n tal que g" C 3(g), entonces g"™! = [g,¢"] C [g,3(g)] = 0 ¢) El tltimo término no
nulo de la serie central descendente esta contenido en el centro. O

Definition 2.5.6. Sean g algebra de Lie y = € g decimos que x es ad-nilpotente si ad(zx) es un
endomorfismo nilpotente.

Theorem 2.5.7. (Engel) Si todos los elementos del dlgebra g son ad-nilpotente entonces g es
nilpotente.

Usando este teorema se puede demostrar que n(n, F) es nilpotente sin calcular la serie central
descendente.

Lemma 2.5.8. Si z € gl(V) es un endomorfismo nilpotente entonces ad(x) es nilpotente.

La demostracién del Teorema de Engel se realiza utilizando el siguiente teorema el cual es
muy interesante en si mismo.

Theorem 2.5.9. Sea g una subdlgebra de gl(V'), con dimension de V' finita. Si todos los ele-
mentos de g son endomorfismos nilpotentes y V' £ 0 entonces existe un elemento 0 £ v € V
autovector simultdneo de g; es decir x.v =0 para todo = € g.

Para la demostracién de este teorema se realiza induccién en la dimensién de g.
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2.6. Algebras de Lie Solubles y Semisimples
Definition 2.6.1. Se define la serie derivada como la serie con términos
g(l) — g/ y g(k) = [g(kil)“g(kil)} para k 2 2.

Entonces
ggg(l) 2...Qg(k)...

Los g(k) son ideales por ser producto de ideales.
Definition 2.6.2. El algebra de Lie se dice soluble si existe m > 1 para el cual g(m) =0
Examples 2.6.3. (a) Toda &lgebra de Lie abeliana es soluble.

(b) Las algebras simples no abelianas g no son solubles, pues el dlgebra derivada es g y por lo
tanto g(™ = g. Por lo tanto s[(2, F) no es soluble.

(c) La subdlgebra de Borel b = (H, E) es soluble pues b’ = (E) y b = 0.

(d) El algebra de Heisenberg H de dim 3 generada por z,y,z con [z,y] = z es soluble pues
g = (z) y g@ =0.

Example 2.6.4. El dlgebra g = t(n,F) de matrices triangulares superior introducida en 2.1.4,
es soluble.

Definition 2.6.5. Dada la matriz e;; al nimero entero j — ¢ se le denomina nivel de e;;.

Para mostrar la solubilidad se calculara explicitamente el dlgebra derivada.
g = n(n,F) donde n(n,F) son las matrices triangulares superior estricta introducidas en
2.1.3.

Demostracion. Utilizando la formula introducida en 2.1.1 tenemos
[€ii, €i1] = e para i <,
lo cual muestra n(n,F) C [g, g]. O

Como t(n,F) = ?(n,F) + n(n,F) donde 9(n,F) es el dlgebra de las matrices diagonales
introducida en 2.1.2, utilizando que el producto entre un elemento de ?(n,F) con uno de n(n,F)
pertenece a n(n,F) y esta tltima es un dlgebra abeliana podemos concluir que n(n,F) = g'.

Una base para g*) es el conjunto de todas las matrices ejj con j —i > k-1,

Las matrices de n(n,F) tienen nivel > 1. Sean e;;, ej; elementos de la base de n(n,F) por lo
tanto ¢ < j y k <l entonces

o _ €il, Slv j =k
leij ext] = { 0, cualquier otro caso. (2.6.1)

Por lo tanto g® = [n(n,F),n(n,F)] estd generado por las e;; con i < j y de nivel > 2, por
induccién tenemos que g\¥) estd generado por matrices de nivel > 281,
Entonces existe un k tal que g(k) =0, pues 2"~ < n — 1. Entonces t(n,TF) es soluble.

Proposition 2.6.6. Sea g un dlgebra de Lie.

(a) Sig es soluble entonces todas sus subdlgebras y todas sus imdgenes homomorficas son solu-
bles.
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(b) Si I es un ideal soluble de g tal que g/I es soluble entonces g es soluble.
Demostracion.

(a) De la definicién, de la serie derivada tenemos que si b es una subdlgebra de g entonces
h(® C g, De modo similar si ¢ : g — s es un epimorfismo es facil deducir que
P(g™) =50,

(b) Por hipétesis existe n tal que g/I(™ = 0 aplicando la parte a)al homomorfismo canénico
0:g—g/I™ =0, nos da A(g™) =0, y g™ C Nu(f) = 1.
Notar (g(0)0) = g(i+3), Por hipétesis 1™ = 0 para algin m entonces (g™)™ C 1™ = 0; y

nos da g™ = 0. -

(¢) Por un teorema de isomorfismo tenemos
(I+J))J~I/)(INJ)
Como 0(I) =1/(INJ) entonces I/(INJ) es soluble por b) obtenemos I + J soluble.
O

Definition 2.6.7. Sea g un algebra de Lie un ideal R se dice maximal si no existe I # R ideal
de g tal que R C I.

Corollary 2.6.8. Toda dlgebra de Lie g admite un unico ideal maximal soluble.

Demostracion. Sea R un ideal soluble de dimensién méxima, (R es maximal) y sea I otro ideal
soluble por parte ¢) de la proposicién 2.6.6 R + I es un ideal soluble pero R C R + I entonces
dimR < dim R+ I y como R tiene dimensién maxima nos da dim R = dim R + I por lo que
R=R+1IyICR.

Hemos probado la existencia y unicidad de un ideal maximal soluble, a este ideal denomina-
mos radical del algebra de Lie g y se denota Rad g.

Definition 2.6.9. Se dice que el dlgebra g es semisimple si Rad g=0.

Examples 2.6.10. (a) Toda &lgebra de Lie g simple es semisimple, pues como g no es soluble
entonces Rad g = 0.

También g = 0 es semisimple.

)

c) El algebra sl(2,C) es semisimple, pues es simple. Ver Ejemplo 2.2.10.
) La subélgebra b de Borel de sl(2,C) no es semisimple pues es soluble.
)

Si g es un élgebra de Lie arbitraria entonces g/Rad g es semisimple.

Demostracion. Sea J el ideal soluble maximal de g/Rad g entonces existe I ideal de g tal
que I D Radgy J =1/Radg. Por el inciso b) de la proposicién 2.6.6 I es soluble y nos da
I = Rad g que es lo se quiere probar. O

Remark 2.6.11. El centro de una algebra de Lie g es un ideal abeliano, y por lo tanto soluble.
Como consecuencia tenemos que el centro de una dlgebra de Lie semisimple es necesariamente
nulo.

Como el nucleo de la representacion adjunta del dlgebra g coincide con el centro de g, si g
es semisimple la representacién adjunta es fiel. Por eso toda algebra semisimple puede ser vista
como una subdlgebra de las transformaciones lineales.
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2.6.1. Teorema de Lie

El teorema de Lie es de naturaleza similar al teorema de Engel pero para su validez es esencial
pedir que FF sea algebraicamente cerrado.

Theorem 2.6.12. Sea g una subdlgebra soluble de gl(V'),V de dimension finita. Si 'V # 0,
entonces V' contiene un autovector comun para todos los automorfismos de g.

La demostracién de este teorema se realiza haciendo induccién en la dimensién de g. La idea
es localizar primero un ideal K de codimensién uno, luego se muestra por induccién que existe
un autovector comun para K, y por ultimo se verifica que g estabiliza un espacio que consiste de
tales autovectores, para encontrar en tal espacio un autovector z en g que satisface g = K + F.z.

Corollary 2.6.13. (Teorema de Lie) Sea g una subdlgebra soluble de gl(V),dimV = n < co.
Entonces existe una base de V' tal que las matrices de g son triangulares superiores.

Para demostrar este corolario hacer induccién en la dimensién de V. Finalmente, estos re-
sultados son cruciales para probar el siguiente teorema.

Theorem 2.6.14. Toda dlgebra de Lie semisimple se puede descomponer como suma directa de
tdeales simples.
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Capitulo 3

Representaciones de Algebras de Lie

En este capitulo se desarrollan conceptos basicos y ejemplos de la teoria de representaciones
de dlgebras de Lie. En la segunda seccién se realiza en forma detallada la teoria de representa-
ciones irreducibles de sl((2,C); por ser necesaria para este trabajo y porque a través de estas se
comprenden las representaciones de las dlgebras de Lie semisimples. Algunos teoremas y pro-
posiciones se enuncian tUnicamente, sus demostraciones pueden encontrarse en los libros [6] y
[2]. También se define y muestran propiedades de la familia de dlgebras de Lie b,, para la cual se
calculard la dimensién de la homologfa.

3.1. Definiciones Basicas

Definition 3.1.1. Sea V un espacio vectorial sobre F y g un algebra de Lie sobre el mismo
cuerpo F. Una representacion de g en V' es un homomorfismo de algebras de Lie

w:g— gl(V).

V' se denomina el espacio de representacion y su dimension es la dimension de la representacion.
Dada una representacion de g en V', es comun decir que V' es un g-moédulo. Una representacion
se dice fiel si es inyectiva.

La nocién de representacion nos permite representar algebras de Lie como algebras de trans-
formaciones lineales. Si la dimensién de V' es finita, y m es una representacion fiel, g ~ Im 7 y por
lo tanto el algebra se puede ver como una subalgebra de transformaciones lineales o matrices.

Todas las algebras de Lie de dimension finita puede verse como una subalgebra de transfor-
maciones lineales. Esto se debe a un conocido resultado, el teorema de Ado, el cual afirma que
toda algebra de Lie de dimensién finita admite una representacién fiel también de dimension
finita.

3.1.1. Ejemplos

(a) La aplicacién

T g — gl(V)
X — 0
es la representacién trivial.

(b) Sea g una subélgebra de gl(V), la identidad define una representacién de g en V', denominada
representacion candnica.
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(c) Sea g un dlgebra de Lie de dimensién dos, con base X, Y y tabla de multiplicar [X,Y] =Y.
La transformacién lineal
m:g— gl(2,F)

= (' 3)o=(33)

define una representacién fiel de g en V. Su imagen es

Imw={<a b >:a,b€k}
0 —a

que asigna

(d) La aplicacién
m o sl(2,C) — g((3,C)
0 b 20 2b O
( ¢ —a ) — c 0 b
0 2¢ —2a
es una representacién de s[(2,C) en V. En efecto, sea la base canénica {E, H, F'} de sl(2,C)
donde
0 1 1 0 00
e=(ao)om=(o 5) = (V)
Sus coeficientes de estructura estdn dados por
[H,E| = 2E, |H,F]=—2F, [E,F]=H.

Los transformados de los elementos de la base candnica

0 20 2 0 0 0 00
7T1(E): 0 01 5 7T1(H): 0 0 1 5 7T1(F): 1 00 5
0 00 0 0 -2 0 20

forman una base de im 7 que tiene los mismos coeficientes de estructura

(e) La aplicacién
m: sl(2,C) —  Dersl(2,C)

0 -2 0
E — 0 0 1
0 0 0O
2 0 0
H — 00 O
0 0 -2
0 00
F — -1 0 0
0 20

también es una representacion de sl(2, C) en sl(2, C), basta verificar que m2(E), ma(H), m2(F)
tienen la misma tabla de multiplicar.
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Representaciones equivalentes

Sean 71 y o dos representaciones de una misma algebra de Lie g en los espacios V; y Va
respectivamente. Estas representaciones se dicen equivalentes si existe un isomorfismo lineal
P Vi — V; tal que:

mo(X)o P =Pom(X)

para cualquier z € g. Reciprocamente, dados una representacién m; y un isomorfismo lineal P,
definiendo 79 a partir de la expresién de arriba, se obtiene una representacién equivalente a 7.
El isomorfismo que realiza la equivalencia entre las representaciones se denomina operador de
intercambio entre my y mo.

Example 3.1.2. Las representaciones m; y 72 de s[(2,C) en un espacio V' de dimensién 3 y en
s[(2,C) respectivasmente, dadas por los ejemplos anteriores son equivalentes. Si denotamos una
base de V' como vy, v9,v3 y tomamos la base canénica de s[(2,C), el isomorfismo P que existe
entre V' y s[(2,C) es el siguiente:

P: V. — sl(2,C)
v, — F
vg — —H
vy — —F

y satisface ma(x) o P = P omi(x)

3.1.2. Representaciéon adjunta

Definicion 3.1.3. Dado un elemento x en el dlgebra de Lie g, consideramos la transformacién
lineal

ad(z): g — ¢
. — ad(z)(y) = [z,y]
La aplicacion
ad: g — gl(g)
y +— ad(z)

define una representacién de g en g, denominada representacion adjunta.

La linealidad de ad proviene de la bilinealidad del corchete. Mientras que la propiedad
de homomorfismo de ad es equivalente a la identidad de Jacobi. Recordemos que ad(x) es
una derivacion de g, llamada derivacion interior, por lo que la representacion adjunta puede
reescribirse de la siguiente forma:

ad: g — Der(g)
El nicleo de la representacién adjunta es el centro de g pues:
3(0) ={z € g:[z,y] = 0= ad(z)(y) para todo y € g} .

Si g es simple 3 = 0, entonces ad : g — g es un monomorfismo. Esto significa que toda algebra
de Lie simple a un algebra de Lie lineal.

Example 3.1.4. La representaciéon 7y del Ejemplo 3.1.1 es la adjunta de sl(2, C).
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Example 3.1.5. Sea g el édlgebra de Lie no abeliana de dimensién 2, y sea {z,y} una base de
g tal que [z,y] = y. En esa base la matriz de ad(x) son

[ad(x)] = ( 8 (1) > [ad(y)] < _01 8 )

La representacion adjunta estd dada por

lad(az + by)] = < oY )

Esta es una representacion fiel, por lo tanto el centro del dlgebra es trivial.

3.1.3. Construccion de representaciones
Suma directa de representaciones

Sean g un algebra de Lie y 1, ..., T, representaciones de g en Vi, ..., V, respectivamente.

Definimos
T g — glVie...aV,)

X o rm(X)=m(X)D...®m(X)

Se puede verificar que 7w define una representacion en V7 @ ... ® V,, denominada suma directa de
las representaciones ;. En el caso particular de que n = 2 la suma directa es

m(X) (v, w) = (m1(X)(v), m2(X)(w)) -

Producto tensorial de representaciones
Sea g un algebra de Lie y m; con ¢ = 1, ..., n, representaciones de g en V;. Se define
T:g—=gl(V1®...0V,)
por
T(X) (1 ®@ve...Qvy) =m(X)(v1) QUa... QU+ ...+ V1 ®Uy... R T (X)(vy).

Entonces m define una representacion de g en Vi ® ... ® V,. Este es el producto tensorial de
representaciones. En el caso particular de n = 2 el producto tensorial es:

T(X) (0 ® w) = m(X) () ® w+ v ® mo(X) (w).

Vale la pena observar que la aplicacién 7(X) = m1(X) ® m2(X) no define una representacién ya
que no es lineal. Sin embargo serd denotada por m ® ... ® m, la representacién definida en el
producto tensorial a pesar de ser una notaciéon que permita una interpretacién equivocada. Sean
ahora g1, go, ..., g, algebras de Lie y m; las representaciones de g; en V; con ¢ = 1,...,n. Se define
una nueva representacion de la suma directa en el producto tensorial:

TR . T g1 ®...Dgn — gl(V1®...0V,)

Producto exterior de representaciones

Sea m una representaciéon de g en V. Se define una nueva representacion de g en el algebra
exterior A"V de la siguiente manera

n

AT LA Av) =D or A AT(X) (W) AL Ay
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Restricciéon de las representaciones

Sea 7 una representacion de g en V' y supongamos W un subespacio invariante por m, es
decir
(X)W C W paratodo X € g.

En este caso es comin decir que W es un g-submédulo del g-médulo V. Ademds, la aplicacién

Tw: g — gl(W)

X — m(X)|w

define una representacién de g en W.
Sea 7 una representacion de g en V' y h una subdgebra de g. La aplicacién

mly: b — gl(V)

X — 7(X)

define una representacién de h en V.

3.1.4. Descomposicién de Representaciones

Definicion 3.1.6. Una representacion m de g en V se dice irreducible si los inicos subespacios
invariantes son los triviales 0 y V.

Definicion 3.1.7. Una representacion m de g en V se dice completamente reducible si V' se
descompone como

V=We oV,

con cada V; invariante y tal que la restriccion de 7w a V; es irreducible. Dicho de otro modo
es completamente reducible si ella es isomorfa a @, m; donde m; = 7|y, y 7; es irreducible. En
general la descomposicién de V' en componentes irreducibles no es tinica. Las representaciones
completamente reducible son denominadas también semisimples.

La proposicién siguiente nos da un criterio, bastante utilizado, para verificar que una repre-
sentacion es completamente reducible.

Proposition 3.1.8. Sea m una representacion de dimension finita de g en V. Entonces, m es
completamente reducible si, y solo si, todo subespacio invariante por ™ admite un complementario
mvariante, es decir,

para todo W C V invariante, existe Wy también invariante tal que

V=Waol
Example 3.1.9. La representacion canonica del dlgebra de Heisenberg
0 a c
g={ 0 b |}
0

en [F3 no es irreducible, pues los subespacios generados por {e;} y por {ej,es} son invariantes.
No es tampoco completamente reducible porque < e; > que es invariante no admite com-
plementario invariante. Pues dada # € F3— < e; > con coordenadas [z] = (0, 22, 73)

0 1 1 0 T9 + T3
0 0 O ) = 0 c< e >
0 0 0 T3 0
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Sea la subdlgebra abeliana de gl(4,TF)
g = {diag{a,a,b,b} : a,b € F}.

Sea 7 la representacion trivial de g.
Denotando por {e; - --e4} la base canénica, una descomposicién

Fle<e; >®B<ey>D<e3>D<eq>

es una descomposicién en subespacios 7 invariantes, irreducibles.
El subespacio W =< e; + e2 > es invariante para todo = € g.
También
Fl=<ej+er>@®<ea>®<e3>d<eq >

es una descomposicién en subespacios 7w invariantes, irreducibles.
Por lo tanto la descomposicién en subespacios invariantes e irreducibles no es unica.

3.1.5. Producto Semidirecto

Sean gy b dos algebras de Lie y 7 una representacién de g en h tal que 7(x) es una derivacién
de h para todo x € g. Se define en el producto cartesiano g x h el siguiente corchete

[(x1,91), (2, y2)] = ([1, 2], [y1, y2] + 7(21)(y2) — 7(22)(y1))

Con este corchete g x b es un dlgebra de Lie que se descompone en suma directa

gxbh=(gx0)®(0xbh)

de una subdlgebra isomorfa a g y un ideal isomorfo a b.

La notacién para el producto semidirecto es g X3 h o g X h. Esta tltima notacién se usa
cuando se desea resaltar la representacién que define el producto semidirecto.

Si el algebra de Lie £ es suma directa de una subdlgebra g y un ideal b, entonces ésta es
isomorfa al producto semidirecto g X, donde la representacién de g en § estd dada por la
restriccién a g de la representacién adjunta de £, lo cual es posible porque h es un ideal.

Remark 3.1.10. (a) [(z,0), (y,0] = ([z,y],0) para todo x,y € g.

(b) [(0,h),(0,h)] = (0, [, h]) para todo h,h € b.

(¢) [(z,0),(0,h)] = (0,m(x)h) para todo x € gy h € b.

(d) [(0,h),(x,0)] = (0, —n(x)h) para todo z € gy h €b.

Example 3.1.11. Si 7 = 0 el producto semidirecto coincide con el producto directo.

Example 3.1.12. Sean g y h dlgebras de Lie con h abeliana entonces cualquier representacién
m: g — gl(h) es tal que m(g) C Der(h). Entonces para toda representacién podemos definir
g X h.

En particular tenemos que dada un &lgebra de Lie g y 7 una representacién de g en V,
podemos considerar a V' como un algebra de Lie abeliana y definir g x, V.

Sea b la subdlgebra de Borel de s[(2,F) y sea m una representacién de sl(2,F), la cual al
restringirla b es una representacion de b en V.

Identificamos (z,0) con x si z € b, (0,v) con v si v € V, en el producto semidirecto b x, V'
tenemos el siguiente corchete

[H,E] =2F, [v,w] =0, [aH + BE,v| = ar(H)v + pr(E)v.
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Sea V =V @ V1 donde Vy = (ep) ~ C, donde ¢y es autovector de H asociado al autovalor 0
Vi = (e1,e_1) ~ C2, e1, e_1 autovectores asociados a los autovalores de H 1y -1 respectivamente,
y m=my®Dm.

7o(H) =0, mo(E) =0, 7r1(H):<(1) _01> m(E):<8 é)

Las transformaciones lineales w(H) y w(E) estan representadas en la base {1,e1,e_1}

00 O 0]0 0O
m(H)y=1 01 0 ; m(E)=1 0|0 1
00 -1 00 O

El conjunto {H, F,1,e1,e_1} es una base de b x, V. Los coeficientes de estructura para esta
algebra de Lie estan dados en la siguiente tabla

H E €0 €1 €_1
H 0 2E 0 €1 —€e_1
E 0 0 0 e
1 0 0 0
€1 0 0
€_1 0

3.2. Representaciones de sl(2,F)

Fijemos la siguiente base de sl(2,F)

e (0 0) e (10 m (0

Comencemos construyendo una familia de representaciones irreducibles de s((2,F).

Sea F[X, Y] el espacio de polinomios en dos variables con coeficientes en F. Para cada d > 0,
sea Vj el subespacio de F[X,Y] de polinomios homogéneos de grado d. El espacio V| es el
espacio unidimensional de los polinomios constantes, para d > 1, el espacio V,; tiene como base
los monomios X% X941y, ... XY4 1 YeydimV =d+ 1.

Vg es un sl(2,F)-médulo con el siguiente homomorfismo de algebras de Lie

m:sl(2,F) — gl(Vy)

0 0 0 0

m(E) =X oxX oy

Notar que

T(H)(X*Y?) = (a — b)X°Y"
Por lo tanto los autovalores H son {d —2k : k = 0,--- ,d} con d — 2k asociado al autovector
Xa=kyk: todos los autoespacios son de dimensién 1. Es decir

d
Vi=EP < x4 Fyh >
k=0

Las matrices m(E), n(F'), m(H) con respecto a la base introducida son respectivamente

010 ..0 0 0 ...00 d 0 ... 0 0
002 ...0 d 0 ...00 0 d-2 ... 0 0

| 0 d-1 ... 00 [ : :
000 d 0 0 —d+2 0
000 0 0 0 10 0 0 0 —d



Un modo de representar la accién de H, E, F' es a través del siguiente diagrama

Yd Xydfl X2yd72 . Xd72y2 dely Xd
donde los rulos representan la accion de H, las flechas de la derecha representan la accién de F,
y las flechas de la izquierda representan la accién de F.

Theorem 3.2.1. Elsl(2,F)-mddulo Vg es irreducible.

Demostracion. Sea W un submédulo no nulo del sl(2,F) médulo Vg, entonces H.w € W para
todo w € W. Como h actia diagonalmente en V; entonces actia diagonalmente en W, y existe
un autovector de H que pertenece a W. Asi W de contener algiin monomio X% *Y”*. De acuerdo
a lo observado en el diagrama W = V. O

Se probara que todo sl(2, F)-mdédulo irreducible es isomorfo a V; para algin d > 0. En lo que
sigue, frecuentemente usaremos la notacién de médulo, omitiendo el homomorfismo 7.

Lemma 3.2.2. Supongamos que V es una representacion de sl(2,F) y sea v un autovector de
H con autovalor \. Entonces

(a) E-v=0 o0 E.v es un autovector de H asociado al autovalor A + 2.
(b) F-v=0 o0 Fuv es un autovector de H asociado al autovalor \ — 2.

Demostracion. Tenemos
H-(E-v)=F-(H-v)+[H,E]-v=F-(\v)+2E-v.
El céalculo para F' - v es similar. O

Lemma 3.2.3. Sea V un s((2,F)-mddulo, entonces V' contiene un autovector w para H tal que
E-w=0.

Demostracion. Como F es un cuerpo algebraicamente cerrado, H : V — V tiene al menos
un autovalor, A, sea v un autovector asociado a A. Debido a que [H,E] = 2F resulta que
[7(H),7(E)*] = 2kn(E) y por lo tanto m(E) es nilpotente. Por lo tanto existe & > 0 tal que
EF.v#0y EF' . v =0 entonces w = E¥ -vestal que h-w=(A+2k)wy E-w=0.

Theorem 3.2.4. Si V es un sl(2,F)-mddulo de dimension finita irreducible, entonces V es
isomorfo a Vg para algun d.

Demostracion. Por el Lema 3.2.2 existe w autovector de H tal que h-w =X wy E-w =0y
existe un d > 0 tal que F%-w #0y FHl.w = 0.

Los vectores w, F - w, - - - F% . w forman una base para un submédulo de V' que es invariante
por H y F, para mostrar la invariancia por F se prueba por induccién en k que

E-(FF w)e<{Fl -w:0<j<k}>

Como V es irreducible, el submédulo generado por F7 - w para 0 < j < des V.
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Para probar que A = d observar que la matriz de H con respecto a la base w, F-w, - -- , F%-w

de V es diagonal, con traza (d + 1)(A — d). Como [E, F] = H la matriz de H tiene traza cero
entonces A = d.
Finalmente, sea ¢ : V — V; definida del siguiente modo

P(w) = X4 Y(F* w) =Fk. x4
Se verifica que ¢ es un isomorfismo. O

Corollary 3.2.5. Si V' es una representacion de dimension finita de sl(2,F) y w € V es un
autovector de H tal que F - w = 0, entonces H - w = dw para algin entero no negativo d y el
submddulo de V' generado por w es isomorfo a Vy.

Definiciéon 3.2.6. A los v un autovector de H tal que F -v = 0 se los denomina vector de peso
méximo. Si d (entero no negativo) es el autovalor asociado v en H entonces d se denomina peso
méaximo. Sea V) = {v € V : H -v = Mv} el autoespacio asociado al autovalor A este denomina
peso de H en V y V) espacio peso.

Resumiendo lo ante expuesto tenemos el siguiente teorema y corolario.

Theorem 3.2.7. Sea V' un mddulo irreducible para g = sl(2,F) con dimV =n + 1.

(a) Con respecto a H, V' es suma directa de los espacios pesos Vx, A\ =n,n—2,--- ,—(n—2), —n,
y dim V\ =1 para cada A.

(b) V tiene (salvo maltiplo escalar no nulo) un inico vector mazimal, cuyo peso maximo es n.

(¢) La accion de g en V' estd dada por: Sea vy un vector maximal; sea v—1 =0 € Vy, y
v; = (5)F" - vo(i > 0).
(a) H -v; = (X — 2i)v;,
(b) F v = (i+ v,
(c) E-vi=(A—1i+4+1)vi_1 con (i >0).

Para demostrar el siguiente corolario se utilizard el teorema de Weyl ver [3] seccién 6.3.

Corollary 3.2.8. Sea V un g-mddulo de dimension finita, g = sl(2,F). Entonces los autovalores
de H en V son todos enteros, cada uno ocurre con su negativo (con igual nimero de veces).
Ademas, en toda descomposicion de V' en suma directa de submddulo irreducibles, el numero de
sumandos es precisamente dim Vy + dim V7.

Demostracion. SiV = 0, no hay nada que probar. Por el teorema de Weyl, se puede descomponer
V como suma directa de submédulos irreducibles. Estos son descriptos por el teorema, por ello
la primera afirmacion del corolario es obvia.

Para la segunda afirmacion, observar que cada submddulo irreducible tiene como autovalor
de HenV el 0oell (perono a ambos). O

Proposition 3.2.9. Sea V' una representacion finita de sl(2,C), a, la multiplicidad de r co-
mo autovalor de H en la representacion V y «;(V) la cantidad de veces que aparece Vi en la
descomposicion de irreducibles en V' entonces o (V) = ar — apy2.

Demostracion. Sean 7 una representacion de sl(2,C) y V ~ agVy & a1V1 & -+ @ ag Vi con
V; representacién irreducible con peso maximo ¢ entonces el operador 7|, se descompone del
siguiente modo

T =agmy D aym D -+ B g7 donde m; 1 b — gl(V;)
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m(H) es diagonalizable.  es un autovalor de 7(H) si y sélo si existe r < j < k con o # 0. Mas

aun,
Qr = E Qp42s

SEZZO

Por lo tanto a, = a, — ar42. ]

Example 3.2.10. Sea 77 y 75 representaciones irreducible de s[(2, k) en V7 y V5 respectivamente.
Queremos encontrar las componentes irreducibles del producto tensorial V7 ® Vi bajo la accién
de sl(2, k). Escribimos las bases canénicas de cada irreducible:

base de V7 = {vr, vs,v3,v1,v_1,v_3,v5,v_7}

base de Vi = {ws, w3, w1, w_1, w_3,ws}

Recordemos cémo son las matrices respecto de las bases candnicas

07000000 0
0600000 10
050000 02 0

04000 0030
m7(E) = 0300 |"™"EF=]10900 40
02 0 000050
0 1 000006 0
0 00000070
050000 0
04000 10
0300 020
ms(E) = 020 | ™F=]09030
0 1 000 40
0 000050

Los vectores del producto tensorial que estéan en el nicleo de (77 @ 75)(X) y son vectores propios
de (m7 ® 75)(H) se muestra a continuacién. De peso p = 12; u; = vy @ ws.

(7 @ m5)(X)(u1) = m7(X)(v7) ® ws + 75(X)(ws) = 0,
(mr@ms)(H)(u1) = m(H)(vr) @ ws + m5(H)(ws) = 1207 @ ws.

De peso u = 10: uo = v7 ® w3 — %vg, ® ws.
)
(7r7 ®7T5)(X)(U2) = v7 ®dbws — ?7’07 ®ws =0,
5)
(m7 @m5)(H)(u2) = 10U7®W3—?10U5®w5
De peso u = 8: U3:U7®w1—%v5®w3+£03®w5.

4 —4 10
(m7 @m5)(X)(ug) = vr®4ws — —v7 @ wg + —v5 @ Sws + 5605 ® ws

7 7
= 0
4 10
(7T7 & 7T5)(H)(u2) = 8ur Qwi — ?8115 ® ws + 581)3 & ws.
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Para los siguientes vectores pesos omitiremos mostrar la accion de H De peso p = 6: ugy =
V7 @ W_1 — %v5®w1+%v3®w3—%v1®w5.

3 3
(m7 @m5)(X)(ug) = 3vr ®4w; — 57117 ®wy — ?405 ® bws +
2 2 2
+*6U5 & w3 + —v3 & 5w5 — *52}3 & 5w5
7 7 7
= 0.
De peso u=4: us = vy Q w— —%v5®w,1+%v3®w1—%v1®w3+%v,1®w5.
2 2 1
(m7 @ 75)(X)(us) = v ®2w_q — ?7217 ®@w_q — =5 ® 3wy + ?61)5 ® 3wy +
+1 ® 45 ® i ® 5 14 ® ws +
—v3 @ W3 — —HU3 ® w3y — —v w3z — —4v1 QW
s 37 35003 37 35v1 3 24U 5
= 0.

De peso = 2: ug = vy Quw_g — %v5®w_3+%vg®w_1 — %vl & wy + %v_l X w3 — %v_3®w5.

1 1 1
(m7 @m5)(X)(ug) = v @w_z— 57117 Qw_3 — U5 ®2w_1 + 5605 ®3w_1 +
+ ! ®3 L S5v3 ® ! ® 4 ! 4v; @ w3 +
21U3 w1 35 U3 & W1 35111 w3 35 U1 © w3
1 1
+£2171 ® dws — ﬁ?ﬂ),l & ws
= 0.

En consecuencia V(7y ® V(5 se descompone en la siguiente suma directa de subespacios irredu-
cibles:

Viaz) © Vino) © Vis) © Vie) © Vi) © Vi2)-

3.3. Las algebras de Lie b,

Sea b la subdlgebra de Borel de sl(2,C) ver Ejemplo 2.2.11 en donde estd definida esta
subéalgebra.

Sabemos que b es isomorfa a la tinica algebra de Lie soluble de dimensién 2 cuya estructura
esta dada por [H, E] = 2E y sea V,, una representacion irreducible de s[(2, C) con n > 0; entonces
V,, restringida a b es una representacién de b.

Sea b, = b x V,.

Identificamos (z,0) con x si x € b, (0,v) con v si v € V,,, en b, tenemos el siguiente corchete

[H,E] =2FE, [v,w] =0 [aH + BE,v]| = ar(H)v+ pr(E)v.
s dimb, =n+ 3.

= Sin #0 b, es un algebra de Lie 3 pasos soluble. La serie derivada es la siguiente :

(0) _
n - mn-
%1) = [bn, b,] es el espacio vectorial generado por {FE,e, o, : k = 0,...,n} ya que

[H,E| =2E y mp(H)ep—or = (n — 2k)e, 9 con k=0,... n.
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bg) = [bg), b%l)] es el espacio generado por {e,_or : k=0,...,n — 1} pues

Ee, o = (n+1—k)e,_okt2 con la convencién de que e, o = 0.

Como bg) C V,, entonces [bg), bg)] =0.

Sin = 0 es 2- pasos solubles pues [17(11) = [by,, b,,] es el espacio vectorial generado por {E}

y b =0

b, no es nilpotente. La serie central descendente es la siguiente :

60 = b,

bl = [b,, b,] es el espacio vectorial generado por {E, e, o : k=0,...,n}.

b2 = [by,, bl], es el espacio vectorial generado por {E,e, o : k =0,...,n} ya que
[H,bl] D bl.

En consecuencia b® = [b,,, b¥71] es el espacio vectorial generado por

{E,en—ok : k=0,...,n} para todo k.

El centro de b,, es cero pues si z = 51 H + B2 + ZZ:O agen—ak € 3(by) entonces se debe
verifica

0=z, H] =2BE+> (n— 2k)aren_o.

k=0
El conjunto {E, e, ok : kK =0,...,n} es linealmente independiente por lo tanto
B2 =0, (n — 2k)ay, = 0 para todo k =0,...,n.
Si n es impar ap = 0 para todo k& = 0,...,n. En consecuencia z = [1H, pero debe

cumplirse 0 = [$1 H, E] entonces #; = 0. Por lo tanto 3(b,) = 0.
Sin es par a = 0 para todo k # 5. En consecuencia z = B1H+a%eo, pero debe cumplirse
n
0=[8H+ aznep, El=268FE+ (5 + 1)agez

Entonces 81 =0y an = 0. Por lo tanto 3(b,) = 0.
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Capitulo 4

Homologia de algebras de Lie

En este capitulo se define la homologia de un algebra de Lie con coeficientes en una repre-
sentacién del algebra. Se encuentra la homologia con coeficientes de algunas dlgebras clésica, en
particular la homologia de sl(2, C) con coeficientes en una representacion irreducible arbitraria.
Los apectos tedricos del tema pueden encontrarse en [6].

Definition 4.0.1. Sea g un dlgebra de Lie de dimensién n y sea 7 : g — gl(V') una representacién
de g. Definimos el siguiente complejo

n n—1 2
O f
0%/\9®Vﬁ> /\g®V—§~--§>/\g®Vﬁ>g®Vﬁ>V—>O

donde 0y, : /\k gV — /\k_1 g ® V esté definida por

o~ ~

ak(xl/\.../\xk®v):Z(—l)iﬂ“[xi,:@-]/\;1:1/\xg/\.../\xl-/\...xj/\.../\xk@)v
i<j

+ Z(—l)jHazl Nxo N NTjA . Az @ () (v).
J
Se demuestra que para todo k

k
8koak+1(/\g®V) =0

entonces Jp1 (A" g ® V) = Im(d41) € Nudy y por lo tanto tiene sentido definir la homologia
de g con coeficientes en V' como

H;(g,V) = Nu(9;)/Im(0i+1)

y la homologia total como
i

Observar que si g es un algebra de Lie abeliana de dimensién n entonces 9¥ = 0 para todo
0 < k < n. Por lo tanto Nud* = A¥(g), Imo* =0 y

n
k

Obsevacion: Esta observacién es ttil para la demostracion de la siguiente proposicion.

Sean 17 : Vi — Wy y T : Vo — Wy transformaciones lineales se define Ty @15 : Vi @& Vo —
W1 @ Ws, con T1 & TQ(?}l,UQ) = (Tl?)l,TQ’UQ).

Se verifica que

dim Hy, = < > para todo k =0---n, dim H,(g) = 2™

Nu(Ty @ To) =NuTi ®NuTy e im(Th ®Tp) =imT) & imTy
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Proposition 4.0.2. Sean Vi, Vs representaciones de g, V =V, ® Vo y m = w1 © mo entonces
Hy(g,V) ~ Hy(g, V1) ® Hy(g, V2)

Demostracion.

Op(@i A Az ® (v1,02)) = Y (D)™ g wg] Awy Awg A ATIA LB AL AT @ (v1,02)
1<J

+ Z(—l)j'Hm Nxo Ao NTjA . AT @ T @ ma(xy) (v, v2)
J

o~ ~

= | Y (D) g Awy Amg AL ATIA LB AL AT @ vt
1<j
Z(—l)j+1x1/\l‘Q/\.../\i‘}'/\.../\l‘k@Trl’Ul,
j
S (=) @) Ay Amg A AT A LB A LA T @ vt
i<j

Z(—l)j+1x1/\$2/\.../\£1/3\j/\.../\$k®7T2’U2
J
= (8,%(331/\.../\31%@1)1),8,3(961/\.../\xk®v2)) :8é®8,§(x1A...Axk®(v1,v2))

donde 8,%, 813 son los operadores diferenciales k-ésimo asociado a las representaciones 7y, mo res-
pectivamente. Se usé la propiedad z ® (v1,v2) = (z ® v1,2 ® va). Por lo tanto J), = 9} & J7.

Nud Nud} @ Nuo? Nu o} Nu ?
Hk(g,V) = E = - 1 b - Qk = 1k - Qk = Hk;(Q,Vl) @ Hk(g,‘/g)
mdgt1  imdy , ®imd;,; imd, ; imI;,

Se usé la Observacion 4 y el siguiente resultado
Si Vi, V5 son espacios vectoriales y Wi, Wa subespacios de Vi, Vo respectivamente entonces

Nev Vi
WieoWy,  Wp ~ W
O

A continuacion desarrollaremos algunos ejemplos en los que calcularemos la homologia de
algunas dlgebras de Lie de dimensién pequena.

4.1. Matrices triangulares superiores 2 x 2, coeficientes naturales

Sea t(2,C) el algebra de matrices 2 x 2 triangulares superiores y sea C? la representacién
natural de t(2,C). Una base de ¢(2,C) es B = {e;; : i < j}, donde e;; es la matriz 2 x 2 cuya
entrada (i, 7) vale 1 y 0 en los otros casos.

El complejo asociado es

3 2
0= At2.0)eC? B A(2,0) 0?2200 B Ccoc? -0

Niicleo e imagen de 01: Consideramos las bases

By = {(170)a (07 1)}
B = {611 & (1,0), €12 ® (1, 0), €29 X (1, 0), e11 ® (O, 1), e12 ® (0, 1), €29 X (0, 1)}
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de C® C? y t(2,C) ® C? respectivamente. Ademas

di(en1 ® (1,0)) = (1,0), d(er2 ® (1, 1 )
O(e11 ®(0,1)) = (0,0), O1(er2®(0,1)) = (1,0), di(e2® (0,1)) = (0,1).

y obtenemos
dimNud; =4 y dimImd; = 2.

Niicleo e imagen de 8;: Una base de A\%(¢(2,C)) ®@ C2? es:

By = {e11 Ae1a ® (1,0),e11 A eaa ® (1,0), €12 A ez ® (1,0),
enn Nea ®(0,1),e11 Aeaa ® (0,1),e12 Aeze ® (0,1)},

la matriz de 0s es

(0000 -1 0 0]
201 0 0 0
010 0 0 1
000 0 —10
000 1 0 0
(000 0 0 0]

y por lo tanto
dim Nud, =2 y dimImds = 4.

Niicleo e imagen de 83: Una base de \*(£(2,C)) es:
Bs = {e11 Aez Aeaa ®(1,0),e11 Aerz Aeza ® (0,1)},

la matriz de 93 es

-1 0
0 -1
2 0
0 0
0 0
0 1

y obtenemos
dim Nud; =0y dimImds = 2.

De este modo las dimensiones de los grupos de homologia son

dimHo = d1mH1 = d1mH2 = dlmH3 =0.
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4.2. sl(2,C), coeficientes representacién adjunta
Sea sl(2,C) el dlgebra de matrices 2 x 2 de traza nula y sea ad la representacion adjunta de

s((2,C).
El complejo asociado es

3 2
0 /\sl(2,C) ®51(2,C) & Asi(2,C) @51(2,C) B sl(2,C) ®51(2,C) & Cwsl(2,C) — 0
Niicleo e imagen de 01: Consideremos las bases
By={H,E,F}
Bi={H®H H®FE HQF,EQH FQE FQF,FRH FQFE F®F}

de C®sl(2,C) y sl(2,C) ® sl(2,C) respectivamente. Ademés

OHeH) = 0, HOE) = 2B, &(HeF) = —2F
NWE®H) = —2E, W(E®E) = 0, o0(E®F) = H,
HW(FeoH) = 2F O(F®FE) = —-H, o(F®F) = 0

y por lo tanto la matriz 0; con respecto a las bases By, By es

00 0 0 010 -10
02 0 -2000 0 0],
00 -2 0 002 0 O

y obtenemos
dim Nud; = 6 y dimImo; = 3.

Niicleo e imagen de 82: Una base de \*(s1(2,C)) @ s[(2,C) es

By={HNE®H HNE®E,HNE®QF,HAF® H HAF®E,
HAF®FEANF®H ENF®E ENF®F),

la matriz de Oy es

00 -1 0 1 0 1 00
20 0 00 0 0 10
00 0 -20 0 0 01
20 0 00 0 0 10
04 0 000 0 00
00 0 0 0 0 -200
00 0 -20 0 0 01
00 0 0 0 0 -200
(00 0 0 0 -4 0 00

y por lo tanto
dimNud, =3 y dimImdy; =6
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Niicleo e imagen de d3: Una base de A3(sl(2,C)) @ sl(2,C) es
Bs={HNEANF®H HANENF®QE HNENF® F},

La matriz de 05 es

[0 -1 0 ]
0 0 0
2 0 0
0 0 -1
0 0 0
2 0 0
0 0 0
0 2 0
0 0 -2 |

y obtenemos
dimNugds; =0y dim Im d3 = 3.

De este modo las dimensiones de los grupos de homologia son

dimHo = d1mH1 - d1mH2 = 0.

4.3. 5l(2,C), coeficientes representacién irreducible

Sea s1(2, C) el algebra de matrices 2 x 2 de traza nula y sea V;, una representacion irreducible
de sl(2,C) de dimensién n + 1 y de peso méaximo n
Se resuelve la homologia del siguiente complejo

3 2
0 Asl2,C) 0V, B A\sl2,C) 0V, Zsi2,0) 0V, BCaV, -0

Caso n=0
En este caso la representacion es la trivial, entonces 91 = 0.
Nicleo e imagen de Js: Sea eg € V) autovector asociado al autovalor 0.
Consideremos las bases

Bi={H®eyp, E®ey, FRey yBo={HNE®ey, HNFQ@ey, EANF Q@ ey}

de sl(2,C) ® Vy y A?*sl(2,C) ® Vp respectivamente. Ademés

h(HNE ®ey) =2FE ® e, 82(H/\F®60):—2F®60, ag(E/\F(X)eo):H@eo,

la matriz de 0s es

0 0 1
2 0 0
0 -2 0

y por lo tanto
dimNudy =0y dimImdy, = 3.
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Niicleo e imagen de d3: Una base de \*sl(2,C) @ Vo es Bs = {HANEANF ®ep}. Ademés 5 = 0
y obtenemos
Nuds =1y dimImds = 0.

De este modo las dimensiones de los grupos de homologia son
dimHo = 1,dimH1 = dimHQ = dimH3 = 0.
Caso n # 0 Nicleo e imagen de 01: Consideremos las bases

By ={en—or:k=0,...n}
B ={H®ep o, EQepnop, FRepop:k=0...n}

de C®V, y sl(2,C)®V, respectivamente. Ademds tomando la convencion e, 19 =0y e_,_92 =0
tenemos

o1 (H &® en_gk) = (n — Qk)en_gk.
OH(E®en_ar) = (n+1—k)e,_opyo.
81 (F ® en_gk) = (k? + 1)en—2k—2‘

y por lo tanto la matriz de 01 con respecto a las bases By, By es

n 0 0 0 0/0n 0 0O0/00 0 00
0 n—2 0 0 0\00‘-.00\10000
0 0 0 0\00020\02000
0 0 0 -n+t2 0\0 0 0 0 1\00 000
L0 0 0 0 —n|0 0 0 0 0[0 0 0 n O]

Como el conjunto {(n+1—k)e,_oki2 : k=1...n}Une_, contenido en el espacio columna
de la matriz de 01 es linealmente independiente, y rango fila igual a rango columna obtenemos

dimNud; =2(n+1) y dimImo; =n + 1.
Niicleo e imagen de do: Una base de A%(sl(2,C)) ® V,, es

Bg:{H/\E®en_gk,H/\F®€n_2k,E/\F®€n_2k:kZO,...n},

Ademids
82(H ANE® en_gk) = (TL — 2k + Q)E & ep—2k — (n +1—- k‘)H X ep—2k+2
Mh(HANF®epor) = (n—2k—2)F®ep_op— (k+1)H ® ep_ok—2

R(ENF ® en_o)

H® €n—2k + (n +1-— k)F & €n—2k+2 — (k‘ + 1)E & en—2k—2,
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y por lo tanto la matriz de 0s es

[0 -n 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 07
0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0o 1 0 0 O
0 0 0 -2 0 0 -2 0 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 -1 0 0 o0 0 0o o0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 —n 0 0o o0 0 0 1
n+2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0o o0 0 0 O
0 n 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -2 0 0 O
0 0 0 —n+4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 —n + 2 0 0 0 0 0 0 0 0 -n O
0 0 0 0 0 n—2 0 0 0 0 0 n 0 0 O
0 0 0 0 0 0 n—4 0 O 0 o o0 - 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0o o0 0 2 O
0 0 0 0 0 0 0 0 —-n 0 0o o0 0 0 1
| 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -n-2;10 0 0 0 O]

El rango de la matriz de do es 2(n + 1): El conjunto

B={(n—2k—-2)F®e, o —(k+1)H®epok2:k=0,...,n}U
{HRep ok +(n+1—-kF®epoki2—(k+1)E®eypor2:k=0...n—1}U{(n+2)E®e,}

es linealmente independiente pues si planteamos

Zak((n —2k=2)F®@enop — (k+1)H ®en_2r2)+
k=0
n—1

Z Br(H®ep—or+(n+1—k)FQepopio— (k+1)EQep_op—2)+7(n+2)E®e, =0,
k=0

suponiendo f,-1 = B, = 0 obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones

—kag_ 1+ 6 = Oconk=0,...,n
—(k+1)B; = 0conk=0,...,n—1

(n—2k—-2)ap+(n—k)fxs1 = Oconk=0,...,n—2
(n+2)y = 0.
Resolviéndolo obtenemos o =0 con k=0,...,n, fr=0con k=0...n—1y~=0.

Para cada j > 1 el vector (n —2j +2)E ® ep—9j — (n —j + 1)H ® e,_2j42 es linealmente
dependiente con el conjunto de vectores BB ya que si planteamos
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fn—2j+2)E® en—2j — m—j+1)H® en—2j+2+

D ap((n =2k —2)F @ ep_op — (k+ 1)H @ e_op_2)+

k=0
n—1
> Be(H @ ep—op+ (n+1—k)F ®en_sgpya — (k+ 1)E & en_gp2)+
k=0

Yn+2)E®e, =0

suponiendo S_1 = 8, = Pn+1 = 0 obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones.

Para cada j=1,...,n
—(n=j+1)B-(—-Daj2+Bi1 = 0 (4.3.1)
—kag1+B = Oconk=01,....5—1,...,n.  (43.2)
(-2 +2)8—jB1 = 0 (4.3.3)
—kBy_1 = Oconk=1,...,7,...,n. (4.3.4)
(n—2k—2)ap+(n—k)Bry1 = Oconk=0,...,n. (4.3.5)
(n+2y = 0. (4.3.6)

De la ecuacién 4.3.4 obtenemos

B =0 Vk=1,...,7—1,....,n—1.

y de 4.3.2 -
ap =10 VE=0,...,7—2,....n—2 vy Bo=0.
Por lo tanto la ecuacién 4.3.5 se satisface Vk =0, ..., '/—\2, co,n.
En consecuencia nos queda a resolver el siguiente sistema.
—(n—=J+1)B -0 —Daj—2+ Bj—1
(n—2j+2)8—jBj-1 =
(TL — 25+ 2)Ozj_2 + (n -7+ 2)5]‘_1 =
La siguiente es la matriz asociada a este sistema homogéneo
—(n—j+1) —=0U-1 1
(n—2j+2) 0 -7
0 (n—27+2) (n—j+2)

tiene determinante cero entonces el sistema homogéneo admite soluciones no triviales.
Asi {(n—2j+2)E®ep—25 — (n—j+1)H @ e,_2j42} U B es linealmente dependiente para
todoj=1,...,n.

dimNudy =n+1 ydimImoy = 2(n + 1).

Niicleo e imagen de ds: Una base de A\3(s((2,C)) ® V, es:
Bs={HANEANF®ep or:k=0,...n}.
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Ademass

BHNENF®Qen9p) = (n—2K)ENF®epop—(n+1—k)HANF ®ep_ogto+
(k + 1)H ANE® e, _op_o,

la matriz de 93 es

0 0 0 0 0 0 0
10 0 0 0 0 0
0 2 0o 0 0 0 0
0 0 30 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 n-1 0 0
0 0 0 0 0 n o0
0 -n 0 0 0 0
0 0 -—n+l 0 0O 0 0
0 0 0 0 0
0 0 o 0 -3 0
0 0 0 0 —2
0 0 0 0 0o -1
0 0 0 0 0 0

—n 0 0 0 0
n—2 0 0 0 0
0 n—4 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 -n+4 0
0 0 0 0 0 —n+2 0
00 0 0 0 I

El Nicleo de la matriz de 03 es 0:
Sea Y y_oarH NENF ® e,_g;, un elemento de A*(s1(2,C)) ® V.
Para encontrar el nicleo planteamos el siguiente sistema de ecuaciones homogéneo

n n
0=0s> HANENF®epop) =Y ap(k+1)HANE® eq_pp—2
k=0 k=0
—ar(n+1—k)HANF ®ey okio+ ap(n—2k)ENF ® e,_o
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como {(k+1)HAE®en opo0, HANF ®ep_opro, EANF e, o :k=0,...n}
es linealmente independiente obtenemos

ag(k+1) = 0 k=0,...,n—1
—ak(n—l—l—k) =
ag(n —2k) =

Por lo tanto ap = 0 para todo kK =0,...n
dimNuds =0y dimImds = (n+1)

Del célculo del nucleo e imagen de 01, 02, O3 obtenemos lo siguiente referido a las dimensiones
de los espacios de homologia.

dim Hy = dim H; = dim Hy = dim H3 =0

Example 4.3.1. Sean g un dlgebra de Lie , 7 una representaciéon de gen V, y g = g x V; donde
g=g®V como espacio vectorial y con el siguiente corchete es un dlgebra de Lie

(2, 0), (y, w)] = ([z, 9], 7(2)(w) = 7(y)(v)) 2,y €g,0,weV

Sea b la subdlgebra de Borel de s[(2,C), seam: b — gl(V) donde V=C,y n(H) =1, n(E) = 0.
Sea by = b x V, sea B = {H, F,1} una base de by, donde el corchete en b; es

|H,E] = 25, [H,1] =1, [E,1] =0

Se resuelve la homologia del siguiente complejo

3 2
0+ Aot 2 A3 0 3C—0

O(x1 ANxa Ao A xg) :Z(—l)iﬂﬂ[xi,xj] Ny NTa N ANTG AT ANy, k=1,2,3.
1<j
Observar que dy = 91 = 0.
Sea B, = {HAE, HA1, EA1} base de \?(b1) la matriz asociada al operador 8y : A% by — by
es la siguiente

0 00
200
010

Por lo tanto Nudy, = (E A1), e Im0y = (E,1) y dimNudy = 1, dimIm 0y = 2.
Sea By = {H A E A1} base de A*(by) la matriz asociada al operador 93 : \® by — A% by es

0
0
3

Por lo tanto dim Nuds = 0, e dimIm 05 = 1. Las dimensiones de la homologia son
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Example 4.3.2. Sea b la subédlgebra de Borel de sl(2, C), sea V} la representacion irreducible de
5[(2,C), haciendo actuar b en Vj definimos el producto semidirecto by = b x Vj. Se calculara la
homologia Hy(bg) del siguiente complejo.

3 2
O—)/\bo%/\bo% bgaé(C—>0

con Op(ry Axo A ... A xg) :Z(—l)i+j+1[xi,xj]/\:Ul/\:vg/\.../\xi/\...xj/\...xk.
1<J

Los operadores dy, d1 son nulos por lo tanto
dimNudyp =1, dimNuo; =3, dimImod;, =0.

Sean B = {H, E,ep} una base de by donde ¢y es el autovector de peso méximo de 0 en H y
By = {H/\E,H/\eo,E/\eo}.
La matriz de 0 con respecto a estas bases es

0
2
0

o O O

0
0
0

dimNudy =2, dimImdy =1, Basede Nudy ={HAey,ENep}, Basede Imdy = {E}

Sea Bz ={HANE Ney}
La matriz de 03 con respecto a las bases bg, by es

0
0
1

dimNud; =0, dimImos =1, Base de ImJ5 = {E A eg}.
La homologia de by con coeficientes triviales es

{H Neg, EA eo}
<E/\€0>

b
Hy~C; dimHy=1 Hj ~—2 dimH =2; Hy~

dimHQ = 1; H3 =0.
(E)

Example 4.3.3. Sea by = b x V] en este caso el complejo es

4 3 2
0= Abr B A0 B A0 Bo BCc—o
Como Jp = 01 = 0 entonces dimNudy =1y dimNu 9y = 4.

Sea {H,E,ej,e_1} basede by y {HAE,HNej,HNe_1,ENe;, ENe_1,e1 Ae_1} una base
de A?b; la matriz de 9 es

0
0
0

o O N O
O = OO
o O O O
O = OO
o O O O

-1

Tenemos dimNuds = 3 y dimIm 0y = 3.
Sea {HANEANe,,HNEANe_1,HNey Ne_1,E Nep Ae_; un base de A3b;.
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La matriz asociada a 03 es

0 0 0O
0 -1 0 0
0 0 0O
3 0 00
0 1 00
0 0 00

Tenemos dim Nuds = 2 y dimIm 93 = 2.
Sea {H A E A ey Ae_j una base de A%*b;. La matriz asociada a estas bases de 9, es

N O OO

La homologia de b; con coeficientes triviales es
dimH() = 1, dimH1 = 1, dimHQ = 1, dimH3 = 1, dimH4 = 0.

Example 4.3.4. Sea by = b X V5 en este caso el complejo es

5 4 3 2
0—)/\52%/\52%/\52%/\()2%52%@%0
Sea {H, E, ea, ey, e_2} base de bs.
Como 0y = 01 = 0 entonces dimNudy =1y dimNud; =5
Bo={HANE,HNea, HNeg,HNe_o, ENea, ENey, ENe_g,ea Neg,ea Ne_o,e0/\e_o} una
base de A%bs.
La matriz de 0y es

000 0O 0O0OO0OO0OO OO
200 0 0O0O0O0OO0OO
020 0 010O0O0O
000 0O 0O0O200O0
000 -200U0O0O00

Tenemos dim Nudy = 6, dimImdy =4

Sea B3 ={HANENes, HNENeg, HNENe_o,ENes Neg, ENea Ne_o, HNex Neg, HA
eaNe_og, HNegNe_og,ENegNe_o, HNE NeyAe_z} una base de /\3 bs.
La matriz de J5 es la siguiente

0

|
—_
|

O 2

[eoBlen Bl e B e B e B e M o B el e

O OO OO OO oo
SO OO NO OO

(Rl en B en B en B e i e i @]

OO OO OO OO oo
SO R OO OO o oo
DO NODOOOoO O oo
DO O DD OO O OO
O R OO OO oo oo
DO DD DO OO OO OO

|
()

Tenemos dimNud? =4, dimImo? = 6.
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Sea By ={HANENeaNeg, HNENea Ne_o, ENes Neg Ae_o, HNea Aeg Ae—_g, } una base
de /\4bz.
La matriz de 9% es

|
O

O O OO OO kO oo

0
0
0
0
4
0
0
0
0
0

OO OO OO oo oo
OO O OO O oo oo
DN O H OO OO

Tenemos dimNud?* =2, dimImd* = 3.

La homologia de bs con coeficientes triviales es

dimH() = 1, lelHl = 1, dlmHQ = 0, dlmHg = 1, dlmH4 = 1, dlmH5 =0.
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Capitulo 5

Homologia de las algebras de Lie b,

En este capitulo se expresa, para todo n, la dimension de la homologia de b,, con coeficientes
triviales H,(b,) términos del caracter del dlgebra exterior de las representaciones irreducibles

de sl(2,C).
Recordemos que H,(b,) es la homologia del siguiente complejo

n+3 n+2 2

0 On43 On2 Opt1 A Op p Op—1 0] b)
= N\ b N\ A, S A b S = A by 36, 3C 0

con Op(z1 Az A Axp) =S (=1 ay x] Axy Axa AL AT AL .. T A ... A xp. Notar que
1<j

k k k—1 2 k—2
NoexVa AV, @ bo AV @ Abe A\ V.

De lo observado obtenemos el siguiente diagrama

0
1
AN ox V) ~ b ANV, & A6 AV, @ 0
Oht1 4 \ 4 4
ANoxV) ~ AV, @ A"V, & APbe AT, (5.0.1)
O b 4 4
Ao x V) ~ 0 o AV @ b ATV,
1
0

Por lo tanto, el problema de calcular la homologia del dlgebra de Lie b,, es equivalente a calcular
la homologia del siguiente complejo:

2 k k k
0= Abo AV Boe AV 3 A Va0

para todo k. Esta es la homologia H., (b, A" V;,) del dlgebra de Lie b con coeficientes en A* V,.
Como conclusién obtenemos que

k k—1 k—2
Hy,(b,,) = Ho(b, \ Vo) @ Hi(b, \ Vi) © Ha(b, /\ Vo) (5.0.2)

para k =0,...,n+ 3 (donde entendemos que /\jVn:Osij>n+1osij<0).
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5.1. Homologia de b con coeficientes en /\k Vi

El calculo de la homologia del algebra de Lie b con coeficientes en /\k V. se realizard en tres
etapas.

1. Primero se calculara la homologia H, (b, V;,) para cada representacién irreducible de sl(2, C).

2. Luego estudiaremos H,(b,V) con V una representacién de dimensén finita arbitraria de
50(2,C).

3. Finalmente obtendremos la homologia del dlgebra de Lie b con coeficientes en /\k V.

5.1.1. Homologia del algebra de Lie b con coeficientes en V,,

Sabemos que H,(b,V,,) es la homologia del siguiente complejo

2
0=+ ANb@Va BoaV, BV, 0

_ Nu(9))

es decir que H;(b,V;,) = Tm(@;.1)
j+1

con j =0,1,2 (aqui 95 = 0).

Theorem 5.1.1. Sea b la subdlgebra de Borel de sl(2,C) y sea V,, la representacion irreducible
de peso mdximo n de sl(2,C), entonces

= Sin >0 entonces H;j(b,V,,) =0 para j = 0,1, 2.

C 1§ =0,1;
» Sin =0 entonces Hj(b,Vy) =1 SZ] T
0, sij=2.
Demostracion. Sea B = {e,_or : k=0,...,n} la base canénica de de V,,. Entonces

Bl:{H®€n,2k,E®€n,2k:k:0,...,n}
BQZ{HAE®€n_2k:k:0,...,n}

son bases de b®V,, y /\2 b®V,, respectivamente. Calcularemos ahora las matrices de las siguientes
dos transformaciones

bV, =V,
2
92: \b@V, 50V,

Comenzamos por 0;. Por definicién
O1(H ®epor) =H-ep_op
= (n — 2k)en_ok,
01(E®ep—or) =F - ep_op
=(n+1-k)en—okt2,

paratodo k =0,...,ny e,ro = 0. Por lo tanto la matriz de 01 con respecto a las bases By y Bs
es la siguiente matriz de (n + 1) filas por 2(n + 1) columnas

n 0 0 -0 0 n O - 0

0 n—2 0 -+ 0 00 n—-1 -0

0 0 n—4 - 0 0 0

Do : S0 o1

0 0 e 0O -n 00 --- 0 0



Observemos que si n > 0 las ultimas n + 2 columnas de esta matriz contienen n + 1 columnas
linealmente independientes y una columna cero. Esto implica que la matriz es suryectiva y por
lo tanto el ntcleo tiene dimensiéon n 4+ 1. En cambio, si n = 0 esta matriz es nula y por lo tanto
el nicleo tiene dimensiéon 2. Como conclusién tenemos que si n > 0 entonces

dimNu 0y =dimV, =n+1 (5.1.1)
y dim Nu 0; = 2 si n = 0. Por lo tanto

0, sin>0;

1, sin=0.

Hy(b,V,) = {

Ahora calcularemos la matriz de 0y : /\2 bV, — b®V,. Por definicién de 07 tenemos
R(HANE®e, op) =[H,E|®epopr+ EQH e, o —H®EFE - e, ok
=2ER®ep o+ (n—2k)E®ep_op—(n+1—k)H ®ep_oki2
=n—2k+2)E®eypor— (n+1—k)H ® ep_op42.

Por lo tanto la matriz de 02 asociada a las bases Bo, By es la siguiente matriz de 2(n + 1) filas
por (n+ 1) columnas

0 -n 0 0

0 0 —-n+1 0

0 0 0 -1

0 0 0 0
n+2 0 0 0

0 n 0 0

0 0 n-2 0

0 0 0 e —n+2

Acé vemos que para todo n, las primeras n+1 columnas son linealmente independientes y por
lo tanto el rango de esta matriz es n+1, es decir que es inyectiva. Esto dice que Hy(b,V,,) = 0 para
todo n. Ademds obtenemos que si n > 0 entonces Nu(9;) = Im(02) y por lo tanto Hy(b,V,,) =0
mientras que si n = 0 entonces dim Hy(b,Vp) = 1 y esto completa la prueba.

O
5.1.2. Homologia con coeficientes en sl(2, C)-médulos de dimensién finita

Si V una representacion de dimensén finita arbitraria de s((2, C) entonces V' se puede descom-
poner como suma directa de representaciones irreducibles (hecho que ocurre para toda dlgebra
de Lie semisimple). Usando esto se calculard H, (b, V'); homologia del siguiente complejo

2
0= AbevBeev v o

Theorem 5.1.2. Sea V' una representacion de dimenson finita arbitraria de s((2,C); sea ag(V')
la cantidad de veces que aparece Vi en la descomposicion en irreducibles de V' entonces

(a) dim(H;(b,V)) = ao(V) con j =0,1;
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(b) dim(Hs(b,V)) = 0.

Demostracion. Recordemos que en la Proposicion 4.0.2 vimos que si V = V1@V, como b-moddulo,
entonces Hy (b, V) ~ Hy(b, V1) @ Hy(b, V) para todo k = 0, 1, 2. Por lo tanto, si

V=a(V)Vo@ar(V)V1 & @ an(V)V;
con V; representacion irreducible con peso maximo ¢, obtenemos que
Hi(b,V) = ao(V)Hi(b, Vo) & a1 (V) Hy(b,V1) & - - - & ar (V) Hy, (b, V7)
para k = 0,1, 2. Usando el Teorema 5.1.1 obtenemos lo que queremos probar. O

Example 5.1.3. Para encontrar la homologia H;(b, A?V2), que es la homologia del complejo

2 2 2 2
0= ANba AViBoao AV 2 AV —o0,

es suficiente encontrar 040(/\2 Vi). /\2 V5, se descompone en suma directa de irreducibles del
siguiente modo

/\2Vn2‘/2n72@V2n76@"'@V21@‘/0, si n es impar;
/\2Vn2‘/2n72@‘/2n76@"'@‘/6@‘/2, si n es par.

Por lo tanto
2 2 2
dim Ho(b, AVa) =1,  dimHy(b, AVa) =1,  dimHy(b, \Va) =0,  sin es impar;

2 2 2
dim Hy(b, A Vu) =0,  dimHy(b, AVa) =0,  dimHy(b, \V4) =0,  sin es par;

5.1.3. CélculoH, (b, \" V)

Para calcular la homologia H., (b, A* V;,) tenemos que conocer ag(A* V;,). El siguiente teore-
ma nos permitird encontrar la homologia sin conocer demasiado explicitamente la descomposi-
cién de /\k V,, como suma directa de representaciones irreducibles.

Primero introducimos el siguiente concepto. Dada una representacién (m, V') de dimensién
finita de s[(2, C) definimos el siguiente polinomio de Laurent chy € Z[q, ¢~ '] dado por

chy = Z arq"

reZ

donde a, es la multiplicidad de r como autovalor de operador 7(H ). Llamamos a chy el cardcter
de V. Por lo visto en el Capitulo 2, sabemos que los autovalores de 7w(H) son enteros y como V'
es de dimensién finita resulta que chy € Z[q, ¢~ 1]

Por ejemplo, sabemos que si V,, es la representacion irreducible de peso maximo n entonces

n+1 q—n—l

¢t —q

chVn:qn+qn72+‘__+q7n+2_’_q7n:q -

También sabemos por la Proposicién 3.2.9
V= Oé()(V)V(] D Oél(V)Vl D---D Oé',«(V)VT

es la descomposicién en irreducibles de V', entonces ag (V') la diferencia entre el término constante
y el término correspondiente a ¢ de chy. También es claro que dim V' = chy (1).

Para obtener la homologia H., (b, /\k V,,) calcularemos Ch/\k v, para todo k = 0,...,n + 1.
Para ello recordamos las siguientes definiciones:
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1. Para cada n € Z>0, [n], = %. Este polinomio es llamado el g-ntimero n.
2. Para cada n € Z>0, [n]y! = [n]q[n —1];...[1],. Este polinomio es llamado el g-factorial de
n.

[
3. Paracadan,k € Z>0,n > k, (Z) = %. Este polinomio es llamado g-binomial

q [kl [n — Kq!
Gaussiano. Como es usual, entendemos que <n> =0sik>nosik<0.
q
Una de las propiedades principales del g-binomial Gausseano es la siguiente (ver Eugene Mukhin,

Symmetric Polynomials and Partitions [13]):

Proposition 5.1.4. Sean n,k € Z>0 y supongamos que

q

reZ

Entonces b, es el numero de particiones de r con a lo sumo k partes (con repeticiones) menores
o0 iguales a n.

Observar que

n+l1 __  —n—1 —n—1 2n+4+2 1
chy, = g q =1 1 =q¢ " n+1]p. (5.1.2)

¢t —q ! ¢t @Z—1

El siguiente teorema extiende esta formula a /\k V, para todo k=0,...,n+ 1.

Theorem 5.1.5. Sea V,,_1 la representacion irreducible de dimension n de s((2,C), entonces

K2k (T
Ch/\k Var = 4 <k> qz'

Ch/\k V-1 = Z arqr

reZ

Demostracion. Sabemos que

donde a, es la multiplicidad de r como autovalor de H en /\k Vin_1. Como los autovalores de
HenV,_json{n—1,n—3,---,—n+ 1}, cada uno con multiplicidad 1, obtenemos que a, es
la cantidad de formas de escribir r» como suma de exactamente k elementos sin repeticiones del
conjunto {n — 1,n —3,--- ,—n+ 1}.

Veamos ademds que a, es la cantidad de formas de escribir r + k(n + 1) como suma de
exactamente k elementos sin repeticiones del conjunto {2n,2n — 2,---,2}. Efectivamente, el
cambio 8; = a; +n + 1 muestra que

r=ar+--+og, conoy€{n—1,n-3,---,—n+1}tya; # o
si y sélo si

r+k(n+1)=p1+ -+ bk con B € {2n,2n—2,--- ,2} y B; # B;.

r+k(n+1)
2

Es inmediato ahora que a, es la cantidad de formas de escribir como suma de exacta-

mente k elementos sin repeticiones del conjunto {1,--- ,n —1,n}.

Por otro lado, sea by el coeficiente de ¢° en el g-binomial Gaussiano (Z)q = ("_Z+k)q. Por la
Proposicion 5.1.4 sabemos que b es la cantidad de particiones de s en a lo sumo k partes con
repeticiones tomadas del conjunto {1,2,--- ,n — k}.
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Agregando, si es necesario, ceros podemos suponer que by es igual a la cantidad de particiones
de s en exactamente k partes con repeticiones tomadas de {0,1,--- ,n — k}. Sumando 1 a cada
una de las partes es claro que by es igual a la cantidad de particiones de s 4+ k en exactamente
k partes con repeticiones tomadas de {1,2,--- ,n —k + 1}.

Veamos que ademads b, es igual a la cantidad de particiones de s + k + (’5) en exactamente
k partes, sin repeticiones, tomadas de {1,2,--- ,n}. Efectivamente, el cambio ; = a; +1i — 1
muestra que

st+k=o01+ -+ cona; €{1,2,--- ,n+1}

si y sélo si

3+k+<§> =1+ + By, con f € {1,2,--- ,n+k}y Bi # By

Por lo tanto, hemos probado que a, = bs; con

r+k(n+1)

k
5 —s+k+<2>

. k2 . : .
es decir s = % Finalmente es claro que si ¢, es coeficiente de ¢" en

2 [T
¢ (k)
q2

entonces ¢, = b,_,2.,,, y por lo tanto ¢, = a,. ]
2

5.2. Homologia de las algebras de Lie b, =b x V,

Teniendo en cuenta los resultados de la seeccién anterior obtenemos el siguiente teorema.

Theorem 5.2.1. Si b, = b x V), entonces Hy43(b,) =0 y para 0 < k < n+ 2 se tiene

k k—1
dim Hy,(b,) = ao(/\ Va) + ao( /\ Vi)

(k)

donde entendemos que /\j Vi=0sij>n+1o0sij<O0. En particular, si c;’ es el coeficiente

de ¢" en
K- (nt1)k (71
q
k)2

dim Hy(by) = e + F7D — ({B) _ f=D)

entonces

Demostracion. De la identidad 5.2 tenemos

k k—1 k—2
Hi(b,) = Ho(b, \ Va) @ Hy(b, \ Vo) @ Ha(b, )\ Vi)

para k =0,...,n+ 3 (donde entendemos que /\jV =0sij>n+1osij<0).

Por el Teorema 5.1.2 podemos concluir que

dim(Hy (b, A* 2 V,)) =0k = 0,...,n + 3y dim(H;(6, A" V,,) = ao(A* Vi) con j = 0,1y
k=0,...,n+ 3 entonces

k k—1
dim Hy(b,) = ao(\ Vi) + ao( /\ Vo).
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Para k = n + 3 tenemos A"V, =0y A"V, = 0 entonces H,3(b,) = 0.
Por Proposicién 3.2.9 y Teorema 5.1.5 concluimos

dim Hy(b5) = cff” + ¢ ™" — e — 7.

O]

A continuacién se muestra una tabla con el calculo de dim Hy(b,) para alguno valores de n
y sus correspondientes k

n | dimb, | dim Hy(by)

o] 3 |1,2,1,0

1| 4 |1,1,1,1,0

2| 5 |1,1,0,1,1,0

30 6 [1,1,1,1,1,1,0

4l 7 11,1,0,0,0,1,1,0

10 13 1,1,0,1,2,1,0,1,2,1,0,1,1,0

20| 23 |1,1,0,0,3,7,5,5,26,50,41, 26,41, 50,26,5,5,7,3,0,0,1,1,0

m
Remark 5.2.2. Los coeficientes binomial Gaussiano son polinomios es decir (Z) = Zbrqr

m
n
en consecuencia <k> = Z b-¢*". Si k es impar y n impar entonces k2 — (n+ 1)k es impar por
e =

n
lo tanto en la expresion qu*(”H)k ( k) las potencias positivas o cero de ¢ son impares.
q2

Conclusion: k impar n impar cf = ¢ = 0 entonces dim Hy(b,) = clg_l — cg_l.

Corollary 5.2.3. Sea b, = b x V,, entonces:

1. dim Hg(b,,) = dim Hy, 9 (by) para 0 < k < n+ 2.

2. dim Hy(b,,) = 0 para todo n par.

3. dim Hy(b,,) = 1 para todo n impar.

4. dim H3(by,) = 0 para todo n miltiplo de 4.

5. dim Hs(b,,) = 1 para todo n que no es maltiplo de 4.
Demostracion. 1) Por el teorema anterior, debemos probar que

Cgk) n Cékfl) _ Cgk) _ Cgkq) _ Cén+2fk) n C(()nJrlfk) _ an+sz) _ anJrlfk)’

Los polinomios de Laurent

s“—(n+1)s n 1
q2

S
cumplen chpsy, = Ch/\n+l—svn para todo s = 0,...,n + 1. Por lo tanto cgk) = cEnH*k)
cgk_l) = cEnH_k) para i =0,2.
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2) Sean =2h con h > 1y k=2 entonces

heae = 2—4h (2h + 1) _ (L= - ")
Ve 2 Jp (1-¢*)(1—qh

Haciendo el cambio de variable ¢ = ¢ obtenemos

1—2h (1 - q2h+1)(1 - q%)

e (I—q)(1—¢)

I L VI 10 o SN ER P SUPTIE P e

(q2h72+q2h74+.”+q2+1)(q+q0+q71+...+q272h+q172h).

Por lo tanto

o (=@ (1 =) I o RN
= )( ),
R R Gupre) ;q 2

para cada 1 < t < h en el polinomio ¢2"—2 Zi]:}l ¢ ¥ tenemos k = 2h—2t y k = 2h—2t—1
ambos entre —1 y2h — 1 pues

k=—1

0 < 2h — 2t < —242h < —142h y
-1 < 2h—2t—1 < -3+2h < —-1+2h

por lo tanto los coeficientes de ¢° y ¢ son iguales a h. Hemos obtenido que ¢z = c3.

Para k = 1 tenemos ¢} = ¢} = 1 por la férmula 5.1.2. Para h = 0 tenemos /\2 Vo=0

En consecuencia dim Hy(bgy) = 0 para todo h.

3) Sean=2h+1con h >0y k=2 entonces

(2R 2\ (=gt (1 — ¢
A Vanir — 1 2 J)p (1-¢*)(1—¢q*

ch

Haciendo el cambio de variable ¢ = ¢ obtenemos

_on (1= ¢?M2)(1 — g?h 1)
q

(1-q)(1-4q?)

=@+ D)+ P gt D)) =

@+ 2 PN g g 7,

Por lo tanto

_ o2h+2 _ _2h+1 2h 2h
_2h<1 (f_ ))((11_ q2) ) _ (Z q2h—2t)(z q—k). (5‘2.1)
! ¢ t=0 k=0

Los coeficientes ¢° y ¢ del polinomio ¢?"~% Zi’;o ¢ ¥ parat = 0 son 1y 0 respectivamente
y para 1 < t < 2h son ambos 1. Por lo tanto ¢ = h+ 1y ¢ = h en el polinomio
( ?io q2h_2t)(22];0 ¢ %). En consecuencia 3 = h+1y c2 = hy c} = ¢} = 1. Por lo tanto

dim HQ(bgh_H) = 1.

4) Sea n = 4h con h > 1 entonces

Chaa = 612k <4h + 1) _ (1= - ™)1 - ¢ ?)
A 3 /g (1—=¢*)(1—¢")(1 ¢

Haciendo el cambio de variable ¢ = ¢ obtenemos

s (=M1 — M) (1 - ¢t )

P T A0 )
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a) Sea h = 3s

— ,3—18s (1 - q125+1)(1 — qus)(l _ q12s—1)

f(q) =
( T—a=@)1- )
q37188(q128 _’_q12571 4. +q+ 1)(q12372 +q12373 4.+ C]"‘ 1)
(q125—4 _ ql2s—5 + q123—6 + q12s—10 _ q12s—11 + q12s—12 o+ q2 —q+ 1) —

12s 125—2 2s—1 2s—1 2s—1
q3718s (Z qr> < Z qr> (Z q6t+2 _ Z q6t+1 + Z q6t> _
r=0 r=0 t=0 t=0 t=0
2s—1
q3718s (q2 —q+ 1) (Z q6t>
t=0
125—2 125—2
( Z (r+1)q" + (125 — 1)g** 1 + Z (128 —r — 1)q12s+r> =
r=0

125—2 125—2
( (7, 4 1)q5—185+1“ + (128 _ 1)q4—65 4 Z (123 —r— 1)q5—68+7“
2

r=0 r—0
12s— 125—2
- (r+1)g* 18t — (125 — 1)¢* % — Z (125 — 7 — 1)g*=0str
r=0 r=0
1252 1252
+ Y (P Dd T R (125 - 1)@ 4 Y (125 — 7 - 1)q3—68+r>
r=0 r=0
Sea
1252 1252
p(q) = Z (r+ 1) 18 4+ (125 — 1)g* % + Z (125 — 7 — 1)g>~6s+7
r=0 r=0
1252 195—9
. Z (’I” + 1)q4—18$+r . (128 o 1)q3—6s o Z (125 —p— 1)q4—6s+r
r=0 r=0
1252 1252
+ Z (r+1)g3 185 1 (125 — 1)¢* 7% + Z (125 — r — 1)g3 705t
r=0 r=0
125—2 125—2
¢'pq) = D (r+1)g" BHO 4 (125 — 1) 0 F6 4 N (125 — 1 — 1)gP O
r=0 r=0
1252 1252
— Z (r 4 1)g* 1854460 _ (195 1)g3 0546t _ Z (125 — 7 — 1)g*-Ostr+6t
r=0 r=0
1252 1259
+ Z (r 4 1)g3718sTrH60 1 (125 — 1)g? 050 4 Z (125 — 7 — 1)g3~0sFr+6t
r=0 r=0

Se quiere calcular el coeficiente de ¢° y ¢ de f.

1) Célculo del coeficiente de ¢°.
Para cada 0 < ¢ < 2s—1 se necesita encontrar los valores de r con 0 < r < 12s—2
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I1)

tal que

5—18s+r+46t =
4 — 65+ 6t
5—6s+1r+ 6t
4—18s+r 4+ 6t
3 —6s+ 6t
4—6s+1r+6t
3—18s+r + 6t
3 —6s+6t
3—6s+r+6t =

Il
O 0o 0 o0 o oo oo

Sir = —5+18s—6t, r = —4+18s—6t, r = —3+18s—6t los valores ¢ para los cuales
0< —b5+185—6t < 125—2,0 < —4+18s—6t < 125—2,0 < —34+18s—6t < 125—2
son s <t < 2s— 1. El coeficiente de ¢° del polinomio

25—1 125—2
<Z q6t> ( Z (’I“ + 1) (q5—18s+r _ q4—185+r + q3—18s+r)>
t=0

r=0

es Y2 34185 — 6t = 952

t=s

Sir=-54+6s—6t,r = —4+6s—06t, r = —3+6s— 6t los valores t para los cuales
0<—-546s5—6t<125—2,0< —4+6s—6t<125—2,0< —3+6s5—6t < 125—2
son 0 <t < s — 1. El coeficiente de ¢° del polinomio

25—1 1252
(Z q6t> < Z (125 o 1) (q5—6s+r _ q4—6s+r + q3—6s+r)>
t=0

r=0
es 50 3+ 65 + 6t = 95,

No existe ningtin valor de t para el cual 4—6s+6t = 0, 3—6s+6t = 0, 2—6s5+6t = 0.

Por lo tanto el coeficiente de ¢° del polinomio f es 18s2.

Calculo del coeficiente de ¢
Para cada 0 <t < 2s—1 se necesita encontrar los valores de r con 0 < r < 12s—2
tal que

5—18s+r+46t =
4 — 6s+ 6t
5—6s+1r+6t
4—18s+r+ 6t
3 —6s+ 6t
4—6s+1r+6t
3—18s+1r+ 6t
3—6s+6t
3—6s+r+6t =

I
— = R R = R e
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Sir=—4+18s—6t,r = —3+4+18s—6t,r = —2+18s—06t los valores ¢ para los cuales
0< —4+185—6t <125—2,0 < —3418s—6t < 125—2,0 < —2+18s5—6t < 125—2
son s <t < 2s — 1. El coeficiente de g del polinomio

2s—1 125—2
(Z q6t> ( Z r+ 1) (q5718s+r _ q4718s+r + q3185+r)>

r=0
es Y212 4185 — 6t = 952 + 5.

Sir=—-4+46s—6t,r = —3+6s—6t,r = —2+6s— 6t los valores ¢ para los cuales
0<—4+465—6t<125—2,0< —34+65—6t <125—2,0< —2+65—6t < 125—2
son 0 <t < s — 1. El coeficiente de ¢ del polinomio

25—1 125—2
<Z q6t> < Z 128 —p_ 1) (q5765+r _ q4765+r + q365+7")>
r=0

es Y5024 65 + 6t = 952 — s.
No existe ningun valor de ¢t para el cual 4—6s+6t = 1,3—6s+6t = 1,2—6s5+6t = 1.

Por lo tanto el coeficiente de ¢ del polinomio f es 18s2.

En consecuencia C% =

s r el Teorema 5.2.1y por inciso 2 de este corolario
dlm H3(b ) (CO - Cz) +

y
(3 —c3)=0,sin=12s.

po
3
€0

b) Sea h =3s+1
flq) =q 3718 (1= qi2545)(1 — gl2Zs4)(1 — g125+3)
(1-9(1-¢>)(1-¢
12s+4 6s+1 4s+1
—3 18s < Z q) (Zq2r> (Z q3r> _
r=0 r=0
6s+1 6s+1
<Z q3t> (Z r+ 1)q—3—18s+27’ + Z(T+ 1)q3+65—27’ +
r=0 r=0
6s+1 6s+1
Z (7" + 1)q—2—185+2r + Z (T‘ + 1)q2+65—2r>
r=0 r=0
Sea
6s+1
p(q) _ Z (,,, + 1)((q—3—188+27" + q—2—185+2r + q3+65—2r + q2+65—2r).
r=0
Tenemos
6s+1
q3tp(q) — Z (T + 1)((q—3—185+2r+3t + q—2—18s+2r+3t + q3+65—2r+3t + q2+65—2r+3t)
r=0

)

Caélculo del coeficiente de ¢°.

Para cada 0 < t < 4s se necesita encontrar los valores de r con 0 < r < 6s+ 1
tal que

—3—-185+4+2r+3t =

—2—18s 4 2r + 3t

3+ 6s—2r+ 3t

24+6s—2r+3t =

o o o o

o1



I1)

Sir = 3/249s—3/2t los valores de t que satisfacen 0 < 3/2+9s—3/2t < 6s+1 son
los t impares que cumplen 2s + 1 < t < 45 — 1. El coeficiente de ¢° del polinomio

(0 a™) (S0 (r+ 1)g 37155727 ) o5 257 1+ 65 — 3k = 9/25% +5/2s.

Sir =14 9s— 3/2t los valores de t que satisfacen 0 < 1+ 9s — 3/2t < 65+ 1
son los t pares que cumplen 2s < t < 4s. El coeficiente de ¢° del polinomio

(S0 a™) (P! + 1)g 2718427 ) s 22+ 05 — 3k = 0/25 + 13/25 42

Sir =3/243s+3/2t los valores de t que satisfacen 0 < 3/2+3s+3/2t < 6s+1
son los t impares que cumplen 1 < t < 2s — 1. El coeficiente de ¢" del polinomio

(Zt 0d ) (Z?«iﬁl(r + 1)(13*65_27“) es Y5 14+ 3s + 3k = 9/25% + 5/2s.

Sir =1+ 3s+ 3/2t los valores de t que satisfacen 0 < 1+ 3s + 3/2t < 6s+ 1
son los t pares que cumplen 0 < t < 25 — 2. El coeficiente de ¢° del polinomio

(Zt 0d ) (Z?fol (r+ 1)q2+63‘2’“) es S5 24 35+ 3k = 9/25% + 1/2s.

Por lo tanto el coeficiente de ¢° del polinomio f es 18s? + 125 + 2

Calculo del coeficiente de q.
Para cada 0 < t < 4s se necesita encontrar los valores de r con 0 < r < 6s+ 1
tal que

—3—-18s+2r+3t =
—2—-18s+2r+3t =
34+6s—2r+3t =
24+6s—2r+3t =

—_ = =

Sir =2+ 9s— 3/2t los valores de t que satisfacen 0 < 2+ 9s — 3/2t < 6s + 1
son los t pares que cumplen 2s + 2 < t < 4s. El coeficiente de ¢ del polinomio

(S0 a™) (S0 (r+ 1)g 8715572 ) o5 1224, 3+ 95 — 3k = 9/25% + 3/2s.

Sir =3/249s—3/2t los valores de t que satisfacen 0 < 3/2+9s —3/2t < 6s+1
son los ¢t impares que cumplen 2s+1 < t < 4s—1. El coeficiente de ¢ del polinomio

(Zt 0q ) (ZGSH(r +1)q —2—183+27~> es 3211 4+ 95 — 3k = 9/25% + 5/2s.

Sir =1+ 3s+ 3/2t los valores de t que satisfacen
0 < 1+43s+3/2t < 6s+1 son los t pares que cumplen 0 < ¢ < 2s. El coeficiente de

q del polinomio (Zt 04 ) (ZES:JBI(T + 1)q3+65—2r) es > 02+3s+3t=9/2s>+
13/2s + 2.

Sir=1/243s+3/2t los valores de t que satisfacen 0 < 1/2+43s+3/2t < 6s+1
son los t impares que cumplen 1 < ¢ < 2s — 1. El coeficiente de ¢ del polinomio

(Zt Y ) (Z?i%l(r + 1)q2+63*2T> es Y335+ 3t = 9/2s2 + 3/2s.

Por lo tanto el coeficiente de ¢ del polinomio f es 18s% 4 125 4 2

Por lo tanto cg = c3 y por el Teorema 5.2.1y por inciso 2 de este corolario si
n = 12s + 4, entonces dim Hs(b,) = (¢§ —c3) + (cg —c3) =0
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c) Sea h=3s+2
f(q) _ q797185 (1 - q128+9)(1 - 9125+8)(1 - q125+7) _
(1-g)(1-¢*)(1—¢
q—9—185(q128+6 + q12s+5 4+ q + 1)(q12s+6 + q123+4 4+ q2 + 1)
(q123+6 +q125+3 +q12s +...+q3 + 1) _

4s5+2 6s+3 6542
<Z q3t> (Z (T‘ + 1)q—9—185+2r + Z (T + 1)q3+65—2r+
t=0

r=0 r=0

6s+2 6s5+2
S r1)g T L N (e 1)q2+6527">

r=0 r=0
Sea
6s+3 65+2
p(q) — Z (’I“ 4+ 1)q—9—18s+2r + Z (T‘ + 1)(q3+6s—2r + q—8—185+2r + q2+6s—2r)
r=0 r=0
Tenemos
6s+3
q3tp(q) _ Z (7, + 1)q—9—185+2r+3t+
r=0
6542
E(T + 1)(q3+65—2r+3t + q—8—185+2r+3t + q2+65—2r+3t).
r=0

1) Célculo del coeficiente de ¢°.
Para cada 0 < t < 45+ 2 se necesita encontrar los valores de r con 0 < r < 6s+3
tal que
—9—18s+2r+3t=0

y los valores de r con 0 < r < 6s + 2 tal que

6s+3—2r+3t = 0
—8—18s+2r+3t = 0
246s—2r+3t = 0

Sir =9/2+9s—3/2t los valores de t que satisfacen 0 < 9/2+9s—3/2t < 6543 son
los t impares que cumplen 25+ 1 < ¢t < 45+ 1. El coeficiente de ¢° del polinomio

(E?i32 qgt) (Ef‘i%?’(r + 1)q*9*185+2?") es % 44 95 — 3k = 9/252 + 17/2s + 4.

Sir =3/243s+3/2t los valores de t que satisfacen 0 < 3/2+43s+3/2t < 65+ 2
son los t impares que cumplen 1 < t < 2s — 1. El coeficiente de ¢° del polinomio

( 442 q3t) (zfjf(r + 1)q68+3*27°) es 301 + 35 + 3k = 9/252 + 5/2s.

Sir =449s—3/2t los valores de t que satisfacen 0 < 4+ 9s —3/2t < 6s+ 2 son
los t pares que cumplen 2s 4+ 2 < t < 4s + 2. El coeficiente de ¢° del polinomio

( y qst) (foiff(r + 1)q—8—185+27“) es %24 95 — 3k = 9/252 + 13/2s + 2.

Sir =14 3s+ 3/2t los valores de t que satisfacen 0 < 1 + 3s + 3/2t < 65 + 2
son los t pares que cumplen 0 < ¢ < 2s. El coeficiente de ¢ del polinomio

( et q3t) (Zfiﬁz(r + 1)q2+63_2’") es > 02+ 3s+3k=9/2s>+13/2s + 2.

Por lo tanto el coeficiente de ¢° del polinomio f es 18s% + 24s + 8
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11) Célculo del coeficiente de g.
Para cada 0 < ¢t < 45+ 2 se necesita encontrar los valores de r con 0 < r < 6s+3
tal que
—9—-18s+3t+2r=1

y los valores de 7 con 0 < r < 65 + 2 tal que

6s+3+3t—2r = 1
—8—18s+3t+2r = 1
246s+3t—2r = 1

Sir =>549s—3/2t los valores de t que satisfacen 0 < 5+ 9s —3/2t < 6s + 3 son
los t pares que cumplen 2s + 2 < t < 4s + 2. El coeficiente de ¢ del polinomio

(2?;32 q—9—18$+3t) S0 (r 4+ 1)g* es 323495 — 3k = 9/2s% + 15/25 + 3.

Sir =1+ 3s+ 3/2t los valores de t que satisfacen 0 < 1+ 3s + 3/2t < 6s +
2 son los ¢ pares que cumplen 0 < t < 2s. El coeficiente de ¢ del polinomio

(z;‘;ﬁ q—9—188+3t) SO (r 4 1) 2451272 05 30 243543k = 9/252+13/254-2.

Sir=9/249s—3/2t los valores de t que satisfacen 0 < 9/2+49s —3/2t < 65+ 2
son los ¢t impares que cumplen 2s+3 < t < 4s+1. El coeficiente de ¢ del polinomio

(Zf:gQ q_9_183+3t> SO 1)t es 0271 4 95 — 3k = 9/25% + 5/2s.

Sir=1/243s+3/2t los valores de t que satisfacen 0 < 1/2+43s+3/2t < 65+ 2
son los t impares que cumplen 1 < ¢ < 2s + 1. El coeficiente de ¢ del polinomio

( b q_9_183+3t> SO (1) g F24 72 0 05 343543k = 9/25%415/25+3.
Por lo tanto el coeficiente de ¢ del polinomio f es 18s% + 24s + 8.

En consecuencia cg = cg’ y por el Teorema 5.2.1y por inciso 2 de este corolario si

n = 12s + 8, entonces dim H3(by,) = (c§ — ¢3) + (¢ — ¢3) = 0.

Conclusién : dim Hs(b,) = 0 para todo n miltiplo de 4.
5) n no es multiplo de 4

a) Sea n = 4h + 1, en este caso n, k son impares por la Observacién 5.2.2 y por inciso
3) de este corolario dim Hs(by,) = 1.

b) Sean =4h+2

ch s :q_mh(thw) _ ot (L= (1 = M (1 — )
A i 3 ) (1= )1 = )1 - )

Haciendo el cambio de variable ¢ = ¢ obtenemos

s _ q—6h(1 _ q4h+3)(1 _ q4h+2)(1 _ q4h+1)
N Vins 1-q)(1-¢»)(1-¢3
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1) Sea

h =3s

18 (1 _ q12s+3)(1 _ q12s+2)(1 _ q125+1)
_ ,—18s —

fa) =
@ ==& — &)
12s 6s 4s
q718$ (Z qr> (Z q2r> (Z q3r> —
r=0 r=0 r=0
4s 6s 6s—1
<Z q3t> <Z(T+ 1)q718s+2r + Z(r_i_ 1)q6372r +
t=0 r=0 r=0
65—1 65—1
Z(r"’_ 1)q7185+2r+1 + Z(r_i_ 1)q632r1>
r=0 r=0
Sea
6s 6s—1
p(q) — Z(T + 1)q—18s+2r + Z (’I” + 1)(q63—2r + q—18s+2r+1 + q65—2r—1)
r=0 r=0
Tenemos
6s
q3tp(q) _ Z(T + l)q—18s+2r+3t+
r=0
6s—1
Z (7" + 1)(q68—2r+3t + q1—18s+2r+3t + q—1+68—27"+3t)
r=0

Célculo del coeficiente de ¢°.
Para cada 0 < t < 4s se necesita encontrar los valores de r con 0 < r < 6s
tal que

—18s+2r+3t=0

y los valores de r con 0 < r < 6s — 1 tal que

6s—2r+3t = 0
1—18s+2r+3t = 0
—14+6s—2r+3t = 0

Sir = 9s — 3/2t los valores de ¢ que satisfacen 0 < 9s — 3/2t < 6s son
los t pares que cumplen 2s < t < 4s. El coeficiente de ¢° del polinomio

(Z?io q3t) (EESZO(T + l)q*185+27"> es Y21+ 9s — 3k = 9/2s% + 11/2s + 1.

Sir = 3s + 3/2t los valores de t que satisfacen 0 < 3s + 3/2t < 6s — 1 son
los t pares que cumplen 0 < t < 2s — 2. El coeficiente de ¢° del polinomio

( is qSt) (Efjf(r + 1)q6HT> es 5711 + 35+ 3k = 9/2s% — 1/2s.
Sir=—1/249s— 3/2t los valores de t que satisfacen

0 < —1/249s—3/2t < 6s—1 son los ¢t impares que cumplen 2s+1 < ¢t < 4s—1.
El coeficiente de ¢° del polinomio (Z?io q3t) (Z?S:JB2(T+ 1)q1_185+27) es
S22 1495 — 3k = 9/2s% +1/2s.

Sir=—1/2+3s+ 3/2t los valores de t que satisfacen
0<-1/2+43s+3/2t <6s— 1 son los t impares que cumplen
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1 <t < 2s— 1. El coeficiente de g del polinomio
(Zi0a™) (S0 + 1)a 672 ) es 5571 24 35 + 3k = 9/25 + 1/2s.

Por lo tanto el coeficiente de ¢° del polinomio f es 18s? + 65 + 1.

Calculo del coeficiente de q.
Para cada 0 < t < 4s se necesita encontrar los valores de r con 0 < r < 6s
tal que

—18s+2r+3t=1

y los valores de r con 0 < r < 6s — 1 tal que

6s—2r+3t = 1
1—-18s+2r+3t = 1
—1+6s—2r+3t = 1

Sir =1/2+49s—3/2t los valores de t que satisfacen 0 < 1/2+49s—3/2t < 6s
son los t impares que cumplen 2s + 1 < ¢t < 4s — 1. El coeficiente de ¢ del

polinomio (Z?io q3t> SO0 (1) 1852 s 302571 95— 3t = 9/252 4 3/2s.
Sir=—1/2+ 3s+ 3/2t los valores de t que satisfacen

0 < —1/2+3s+ 3/2t < 6s — 1 son los t impares que cumplen 1 < ¢ <
2s — 1. El coeficiente de ¢ del polinomio (Zio q*185+3t) ijf(r +1)g% 2"
es Y0 —1+3s+3k=09/2s>+1/2s.

Sir = +49s — 3/2t los valores de t que satisfacen 0 < +9s —3/2t < 6s — 1 son
los ¢ pares que cumplen 2s + 2 < t < 4s. El coeficiente de g del polinomio

(ko0 ) OG0+ 1)g' 1542 es 52 1495 — 3k = 9/25% — 1/2s,

Sir = —1+3s+3/2t los valores de ¢ que satisfacen 0 < —1+3s+3/2t < 6s—1
son los ¢ pares que cumplen 0 < ¢t < 2s. El coeficiente de ¢ del polinomio

<Z?io q3t) S0 (r 4+ 1)g 1052 o5 305 35 + 3k = 9/25% 4 9/2s.

Por lo tanto el coeficiente de ¢ del polinomio f es 18s? + 6s.
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11) Sea h =3s+1

6185 (1 _ q12s+7)(1 _ q12s+6)(1 _ q123+5) _

fla) =q
@ =00 -)0-0)
2s5—1 25—1 2s5—1
q—6—185 (Z q6t+2 _ Z q6t+1 + Z q6t>
t=0 t=0 t=0

12s+4 12s+4
(Z (T—i— 1)qr + (128+5)q123+5 + Z (7“+ 1)q24s+10—r> _

r=0 r=0

q—6 185 q+1 <Zq6t>

12s5+4 12s+4
(Z (7“—|— 1)qr + (128+5)q12s+5 + Z (T‘—|— 1)q24s+10—r> _

r=0 r=0
12544 12544
(Z q6t> ( Z r 4 1)g I8 L (125 + 5)¢' 70 + Z (1 +1)g%0s—r
r=0 r=0
12s+4 12544
_ Z (T + 1)q757185+r o (128 + 5)(]765 _ Z (T‘ + 1)q5+657r
r=0
12s+4 12544
+ ) (r+ g 4 (125 4+ 5)g T 4 > (r 4 1)q4+6”>
r=0 r=0
Sea
12s+4 12s5+4
pla)= Y (r+ g 7 4 (1254 5)¢ "%+ Y (r+ 1"t
r=0 r=0
12s+4 12544
= D (DT = (125 +5)g % = Y (r+ 1)t
r=0
12s5+4 12544
+ Z (T‘ + 1)q—6—188+7’ + (125 + 5)q—1—65 + Z (’I“ + 1)q4+6s—r
r=0 r=0
12s+4 12s+4
qﬁtp(q) _ Z (7“ + 1)q—4—185+r+6t + (128 + 5)q1—65+6t + Z (7" + 1)q6+6$—r+6t
r=0 r=0
12s+4 12s+4
_ Z (’I" 4 1)q—5—185+r+6t _ (128 + 5)q—68+6t _ Z (7“ + 1)q5+65—r+6t
r=0 r=0
12s+4 12s+4
+ Z (,,,, + 1)q—6—188+7‘+6t + (123 + 5)q—1—68+6t + Z (T' + 1)q4+65—7‘+6t
r=0 r=0

Se quiere calcular el coeficiente de ¢° y ¢ de f.

e Célculo del coeficiente de ¢V.
Para cada 0 <t < 2s se necesita encontrar los valores de r con 0 < r < 12s+4

o7



tal que

—4—-18s+r+6t =
1—6s4 6t

6+ 6s—r -+ 6t
—5—18s+r + 6t
—6s + 6t

5+ 6s—r+ 6t
—6 —18s+r + 6t
—1—6s5+6t
44+6s—r+6t =

o O O O O o o o o

Sir =4+ 18s — 6t los valores ¢ para los cuales 0 < 4 4+ 18s — 6t < 12s + 4,
son s <t < 2s.

Sir=5+18s—6t, r = 6 + 18s — 6t los valores t para los cuales
0<54+18s—6t<12s+4y0<6+18s—6t<125s+4,sons+1<t< 2s.
El coeficiente de ¢° del polinomio

2s 12s+4
(Z q6t> ( Z (T + 1) (q—4—18s+r _ q—5—18s+r + q—6—185+r)>
t=0

r=0
es Y2 54185 — 6t + 32 1 =952+ 155 + 4.

Sir =6+ 6s+ 6t,r =54 6s + 6t, los valores t para los cuales
0<6+6s+6t<1254+4,0<5+6s+6t<12s+4son0<t<s—1.

Sir =4+ 6s+ 6t los valores ¢ para los cuales 0 < 4 + 6s + 6t < 12s + 4, son
0 < t < s. El coeficiente de ¢° del polinomio

2s—1 12s+4
(Z q6t> ( Z (T + 1) (q6+637rq5+637r + q4+65+r)>
t=0

r=0
es STl 14 300 5+ 65 + 6t = 952 + 155 + 5.

No existe ningtun valor de t para el cual 1 — 6s+ 6t =0,—1 — 6s 4+ 6t = 0. Si
t = s entonces —6s + 6t =0

Por lo tanto el coeficiente de ¢° del polinomio f es 95 + 155 +4 — 125 — 5 +
952 + 155 + 5 = 185% 4 185 + 5.

e Calculo del coeficiente de gq.
Para cada 0 <t < 2s se necesita encontrar los valores de r con 0 < r < 12s+4
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tal que

—4 —18s+r + 6t
1-6s+6t =
6+6s—r+6t =
—5—18s+r+6t =
—6s 46t =
5+6s—r+6t =
—6—-18s+r+6t =
—1—-6s+6t =
4+6s—r+6t =

g G V| U G VA G G G WY

Sir=5+18s—6t,r =6+ 18s — 6t r = 7 + 18s — 6t los valores ¢ para los
cuales

0<5+18s—6t <1254+4,0<6+18s5s—6t < 125+4,0 < 7+18s—6t < 125+4
son s + 1 <t < 2s. El coeficiente de g del polinomio

2s 12s+4
(Z q6t> ( Z (T’ + 1) (q—4—l8s+r _ q—5—l8s+r + q—6—185+r)>
t=0

r=0
es 3 L TH18s — 6t + 22 1 =05 +4s.

Sir =4+ 6s+ 6t,r =34 6s+ 6t, los valores t para los cuales
0<4+4+6s5+6t<125+4,0<3+6s+6t<125+4son0<t<s.

Sir =54 6s+ 6t los valores ¢ para los cuales 0 < 5+ 65 + 6t < 125 + 4, son
0 <t <s—1. El coeficiente de ¢ del polinomio

2s—1 12s+4
(Z q6t> ( Z (7’ + 1) (q6+6s—rq5+63—'r + q4+63+r)>
t=0

r=0
es 0 (1) + 382064 65 + 6t = 952 4 25 — 1.

No existe ningtn valor de t para el cual —6s + 6t = 1, —1 — 6s + 6t = 0. Si
t = s entonces 1 — 65 + 6t =1

Por lo tanto el coeficiente de ¢ del polinomio f es 952+ 4s + 125+ 5 + 952 +
2s — 1 =18s% 4 18s + 4.

En consecuencia ¢ — ¢3 = 1 y por el Teorema 5.2.1y por inciso 2 de este

corolario dim Hs(b,) = (c§ — c3) + (c§ — c3) =1, si n = 125 + 6.
1) Sea h = 3s+ 2

123+11)( 125+10)( 125+9)

1—¢q 1—¢q
(1= -¢*)(1—-¢*)

12s+10 6s+4 4542
q—183—12 ( Z qr> <Z q2r> (Z q3r> —
r=0 r=0

r=0

4s+2 6s5+4
<Z q3t) (Z(r+ 1) (q7183712+27’ + q68+672r + q7183712+2r+1) +
t=0

r=0
6543
Z (7, + 1)q63+62r1>

r=0

flq) = g 185712 (1—q
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6s+4 6s+3
p(q) — Z (7,+1) (q7185712+2r + q6s+672r + q7183711+2r)_’_z (r+1)q6s+572r
r=0 r=0
6s+4
q3tp(q) — Z (,r, + 1) (q—185—12+27"+3t + q65+6—2r+3t + q—18$—11+2r+3t) +
r=0
6s+3
Z (r + 1)q65+572r+3t
r=0

Se quiere calcular el coeficiente de ¢° y ¢ de f.
e Célculo del coeficiente de ¢V.
Para cada 0 <t < 4s + 2 se necesita encontrar los valores de r con
0 <r <6s+4 tal que
—18s—-12+2r+3t =
6s+6—2r+3t =
—18s—-11+2r+3t =

y los valores de r con 0 < r < 65 + 3 tal que
6s+5—-2r+3t=0

Sir = 9s+6+3/2t los valores de t que satisfacen 0 < 9s4+6+3/2t < 6s+4 son
los t pares que cumplen 2s+2 < t < 4s+2. El coeficiente de ¢° del polinomio

( det2 q3t> SO (1) 18 TI2H2 0 32T 74953t = 9/25%+17/25+4.

Sir =3+ 3s+ 3/2t los valores de t que satisfacen
0< 3+3s+3/2t < 6544 son los t pares que cumplen 0 < t < 2s. El coeficiente

de ¢° del polinomio (Z4S+2 3t) S5 (r 1) 0502 o5 021 44 354 3t =
9/2s% +17/2s + 4.

Sir=11/2+49s—3/2t los valores de t que satisfacen 0 < 11/2+49s—3/2t <
6s + 4 son los t impares que cumplen 2s + 1 < t < 4s + 1. El coeficiente de

q" del polinomio ( e q3t> S0 (| )g 1851142 o

S25 495 — 3t = 9/25> +19/25 + 5.

Sir = 5/343s+3/2t los valores de t que satisfacen 0 < 5/3+3s+3/2t < 6s+3
son los t impares que cumplen 1 < t < 2s—1. El coeficiente de ¢° del polinomio

( 0 ) SOOI (1) g 18512424 o5 75715 4 35 43t = 9/25% 4 7/2s.

Por lo tanto el coeficiente de ¢° del polinomio <Z§‘SJ62 q3t> p(q) es

18s? + 30s + 13.
e Calculo del coeficiente de gq.
Para cada 0 < t < 4s + 2 se necesita encontrar los valores de r con
0 <r <6s+4 tal que
—18s—1242r+3t = 1
6s+6—-2r4+3t = 1
—18s—11+42r+3t = 1
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que

v los valores de r con 0 < r < 6s + 3 tal que

6s+5—2r+3t=1
Sir=09s+13/2 — 3/2t los valores de t que satisfacen
0 <9s+13/2—3/2t < 6s+4 son los t impares que cumplen 2s+3 < ¢ < 4s+1.
El coeficiente de ¢ del polinomio ( e q3t> (Zgi#(r + 1)q*185*12+2’”> es
2713495 — 3t = 9/25% +9/2s.
Sir=5/24 3s+ 3/2t los valores de t que satisfacen
0<5/2+43s+3/2t < 6s+ 4 son los t impares que cumplen 1 < ¢ < 2s+ 1.
El coeficiente de ¢ del polinomio (Zfsf q3t> <Z§‘:62(7' + 1)q65+6*2”) es
> 05+ 3s+ 3t =9/2s> 4+ 19/2s + 5.
Sir =6+ 9s— 3/2t los valores de t que satisfacen
0 <6+ 9s—3/2t <65+ 4 son los t pares que cumplen 2s + 2 < t < 4s + 2.
El coeficiente de ¢ (2?5462 q3t> (ZE‘;#@ + 1)q‘185_11+2’”) del polinomio es
S2ANT+ 95— 3t =9/252 + 17/2s + 4.

Sir =2+ 3s—3/2t los valores de t que satisfacen 0 < 2+ 3s—3/2t < 6s+3
son los ¢ pares que cumplen 0 < ¢t < 2s. El coeficiente de ¢ del polinomio

(Zt 04 ) (Z?S:J63(T—|— 1)q—185—12+2r+1> os
203+ 3s+ 3t =9/25? +15/25 + 3.

Por lo tanto el coeficiente de ¢ del polinomio <Z?s€2 q3t> p(q) es 18s% +
30s + 12.

En consecuencia cg — 3 = 1y por el Teorema 5.2.1y por inciso 2 de este

corolario dim Hs(b,) = (c§ — c3) + (¢ — c3) = 1, si n = 125 + 10.
Sea n = 4h 4 3, en este caso n, k son impares por la Observacién 5.2.2 y por
inciso 3) de este corolario dim Hs(b,,) = 1.

Conclusién : dim H3(b,) = 1 para todo n que no es multiplo de 4.
O

Nos interesa saber la dimension total de la homolgia de b,,. Por el teorema 5.2.1 sabemos

dim H,(by) = 2 ao(/\ Va) = 2(Co — C3)

donde C). es el coeficiente de ¢" en

s, 2 n+1
= ST
k=0 7

Se puede probar que esta suma da

(1+¢»)* (14442 (14 ¢")?

2 (D) , sin espar
q 4
Ch/\Vn =
Q+¢")A+¢*)...A+g")> .
si n es impar
(n+1)2 ’
q 4



Con esta férmula hemos analizado la funcién d(n) = dim H,(b,) y observamos lo siguiente:

1. d(2n+1)/d(2n) es asintética a 1, como muestra el siguiente grafico.

g

dimp(b(2n+1))
dimH(b(2n))

C TR P R R ST T T T SR P

20 40 &0 20 100

2. d(2n)/d(2n — 1) es asintética a 4, como muestra el siguiente grafico.

5 —

dimH(b(2n))
dimH(b(2n—1))

5o %o B % e 2 oSust 8 % E e g TP p B T
s

s oo @

P

I
a0 40 ] a0 o0
Zn

d(2n)

3. Un poco mas finamente, nos parece que n(4 — m) es asintodtica a 18, como muestra el
siguiente grafico.

n
| dmH(b(2n-1]))

’4 dimH(b(2n))

50—

+
T o e e e e 8 6 6 4 6 6 6 6 6 s s FE F E E E P PP PP T

in

4. Estos comportamientos nos hacen suponer que la proporcién de la homologia sobre el total

d(n)

del algebra exterior, es decir 573, es del orden n* como muestra el siguiente grafico.
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