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ABREVIATURAS

La siguiente tabla describe las abreviaturas y/o siglas referenciadas a lo largo del
desarrollo de este trabajo.

Descripción Variable unidades Observación

Coeficiente de Amortiguamiento ζ T adimensional coeficiente global

Densidad Espectral entrada S0 (m/s2)2/Hz  -
g2/Hz

de aceleración

Densidad Espectral tensión SVL V2/Hz tensión  en la carga

Desplazamiento entrada y m (metros) en la baldosa

Desplazamiento salida z m (metros) en el resorte

Desviación Estándar σ unidades de la
variable

Eficiencia η adimensional

Error e

Esperanza estadística E unidades de la
variable

Excitación del Sistema ÿ m/s2

Factor de Calidad Mecánico Qm adimensional

Factor de no linealidad η 1/m2

Factor de Transformación G T m (Tesla
metro)

Frecuencia equivalente ωe 1/s (1/segundo)
= Hz

Frecuencia Natural ωn 1/s (1/segundo)
= Hz

Fuerza Electromotriz f.e.m V (Volts)

Función de Transferencia H (iω) 1/Hz2

Aceleración de la gravedad g m/s^2

Masa m kg (kilogramos)

Potencia P W (watts) en  mW

Potencia en la carga PL W en  RL

Resistencia de la bobina RC Ω (Ohm) del inductor

Resistencia de carga RL Ω (Ohm) en la salida

Tensión V L V (Volts) en RL
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1.- INTRODUCCIÓN

La demanda energética y en particular el consumo de energía eléctrica puede ser
considerado como una medida del desarrollo y crecimiento de una sociedad, además a lo
largo de generaciones la necesidad de energía ha determinado el curso y la evolución de la
humanidad.

Aproximadamente un 82% del total de la energía consumida en el mundo procede
de combustibles fósiles (petróleo, gas natural, carbón) y de combustibles de origen nuclear1;
lo que ha provocado una dependencia o necesidad en la matriz energética mundial  con
respecto a las fuentes de energía y es esta misma necesidad la que ha creado el concepto
de “Crisis Energética”, que en los últimos tiempos se ha transformado en un término muy
recurrente, sobre todo si se tiene en cuenta que las fuentes mencionadas son de carácter
“finito”. Además considerando una tasa de consumo de energía, para el mundo, como la
actual, estas fuentes de energía tienden a agotarse en un corto plazo.

En la mayoría de los países industrializados o medianamente industrializados un
gran porcentaje de la energía consumida proviene de recursos no renovables y esto ha
generado  una  explotación  excesiva  de  estas  fuentes  provocando  como  consecuencia
inmediata contaminación ambiental por la producción de gases de efecto invernadero, lo que
se ha traducido en un cambio climático mundial sin precedentes en la historia del hombre.
Cada día, la humanidad “se bebe” en el orden de 80 millones de barriles de crudo (496 x
1015 J) o más por lo tanto en dos siglos aproximadamente, con este ritmo de consumo, se
estará agotando un recurso que la naturaleza ha tardado millones de años en generar.

Según diferentes fuentes consultadas2,  todo indicaría que las reservas de gas y
petróleo,  manteniendo  el  ritmo  actual  de  consumo  de  energía,  serían  suficientes  para
producir energía por unos 50 o 60 años y en un futuro cercano la humanidad podría toparse
con serios problemas cuando se hayan extraído más de la mitad de las mismas.

La conclusión inmediata es que la producción de crudo no podrá satisfacer una
demanda de energía que mantenga el actual crecimiento de la humanidad. Todo esto se
afirma teniendo en cuenta que en los años setenta más del 50% de la humanidad vivía sin
petróleo y hoy todo el planeta se desarrolla a imagen y semejanza del mundo industrializado
que es un gran consumidor de energía.

La crisis energética toma renombre cuando las fuentes de energía que abastecen
una sociedad se agotan y es inevitable,  por ejemplo, que el  sistema eléctrico no pueda
abastecerse, dando lugar a su colapso. Una alternativa es descubrir o desarrollar nuevas
fuentes de energía y es en este contexto donde las energías renovables y otros tipos de
generación  de  energía  se convierten  en una  opción  válida  de  desarrollo,  crecimiento  y
sostenimiento de las futuras generaciones.

Las energías renovables (en principio) son inagotables, tienen una mínima emisión
de gases de efecto invernadero y sus efectos negativos (impacto) sobre el  entorno son
mínimos si se los compara con los problemas ambientales que las energías derivadas de los
combustibles  fósiles  provocan.  Estas  características  de  las  fuentes  renovables  las

1 https://datos.bancomundial.org/indicador/EG.USE.COMM.FO.ZS?view=chart
2 https://www.worldenergy.org/wp-content/uploads/2014/04/Traduccion-Estudio-Recursos-
Energeticos1.pdf
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convierten en una alternativa para el futuro abastecimiento de las necesidades energéticas
del hombre teniendo en cuenta la sostenibilidad del planeta.

Existen varias  fuentes  de  energías  renovables  y  teniendo  en  cuenta  su  amplia
disponibilidad pueden considerarse como principales a las siguientes: Energía Solar (Sol),
Energía Eólica (viento), Biomasa (vegetación y/o desechos), Energía Hidráulica (diques o
embalses), Energía Mareomotriz (mareas), etc. Un aspecto importante de algunas de estas
energías es que generan el  movimiento de algún componente del  equipo colector  (aire,
vapor, agua, turbina, etc.), provocando un cambio en su “energía cinética” y a partir de ella
es posible por ejemplo producir energía eléctrica.

El adjetivo «cinético» proviene de la antigua palabra griega κίνησις,  “kinesis”, que
significa  “movimiento”, y lo importante a tener en cuenta es que este  “movimiento” puede
estar disponible en cualquier lugar, como por ejemplo: en un colegio a partir del movimiento
de los estudiantes, en un estadio de fútbol pensando en el movimiento de los espectadores
de las tribunas, en una iglesia en la entrada de los feligreses al templo, en una parada de
autobús de Bogotá cuando los usuarios ingresan al sistema integrado de transporte, etc. O
sea existe disponibilidad de energía cinética en diferentes espacios urbanos donde el simple
andar del ser humano la produce. Lo anterior agrega un aspecto importante al listado de las
energías renovables que normalmente se tienen en cuenta. Este nuevo aspecto se relaciona
ahora con el movimiento de las personas.

En definitiva el movimiento está disponible en varios lugares y la cuestión ahora es
girar nuestra mirada hacia ellos y aprovechar su energía cinética para nuestro beneficio. El
reto por  lo  tanto  es  diseñar,  evaluar  y/o  caracterizar  un dispositivo  que aproveche esta
energía cinética disponible. Es necesario mencionar que en la actualidad existen sistemas
que cumplen con este propósito de aprovechar energía cinética como lo son las  “placas
piezoeléctricas”3.  En  particular  la  compañía  East  Japan  Railway  Co.  ha  instalado  un
pavimento piezoeléctrico para generación de energía eléctrica en el paso de torniquetes y
puertas de entrada a un subterráneo de Tokio (Japón). La superficie total utilizada en el
sistema  abarca  aproximadamente  25  m2 estimándose  una  generación  de  energía  de
alrededor de 1400 kW por día 4.

Por  lo  tanto  una  forma  de  aprovechar  la  energía  cinética  de  transeúntes  que
circulan por la vía pública puede ser a partir  de considerar un sistema que cuando una
persona pase por él, este haga cambiar la posición relativa entre un imán y una bobina. Este
cambio en la posición relativa se produce un cambio en el flujo magnético en la bobina, por
lo tanto se generará una fuerza electromotriz (fem), la cual podrá ser utilizada para alimentar
alguna carga eléctrica de bajo consumo entre las cuales puede energizarse iluminación led,
semáforos, señalización, routers y servomotores.

También hay que tener en cuenta que este sistema debe ser tal que una vez que el
transeúnte pasó, el dispositivo deberá volver a su posición inicial. Una forma de lograr esto
es  combinar  la  parte  eléctrica  con  un sistema mecánico  o  sea  considerar  un  “sistema
electromecánico”. Este planteo de diseñar un sistema de conversión de energía cinética a
energía eléctrica es el objetivo principal del trabajo que se desarrollará a lo largo de este
documento.

3 https://es.wikipedia.org/wiki/Piezoelectricidad
4 http://inhabitat.com/tokyo-subway-stations-get-piezoelectric-floors/
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2.- RECOLECTORES ELECTROMAGNÉTICOS DE ENERGÍA - REEM

Teniendo en cuenta la energía cinética producida por diferentes actividades de los
seres humanos en una sociedad (circulación de transeúntes, trenes, servicios públicos de
transporte,  automóviles,  etc.)  y  pensando  que  ésta  se  encuentra  disponible,  es  lógico
intentar aprovecharla para beneficio de la sociedad misma. En el medio ambiente existen
energías remanentes que se desaprovechan y pueden representar una solución a la baja
cobertura que en algunas poblaciones actualmente se presenta en el mundo.

Una de las formas de recolectar esta energía se puede hacer a través de lo que se
denomina  un  Recolector  de  Energía  Electromagnético,  en  adelante  por  practicidad  se
abreviará como REEM. Estos dispositivos tienen por objetivo aprovechar la energía cinética
contenida en una masa m y convertirla en energía eléctrica para luego ser aprovechada en
diversas aplicaciones de bajo  consumo energético  tales  como iluminación,  señales para
control  de  tránsito,  módulos  de  carga,  etc.  o  sea  en  dispositivos  que  demanden  baja
energía.

En  el  mercado  actual  pueden  encontrarse  dos  tipos  de  recolectores:  los  que
funcionan  con  piezoelectricidad  y  aquellos  denominados  electromecánicos.  En  el  primer
grupo se engloban a los dispositivos que contienen un tipo de cristal que al ser sometido a
una  presión  o  deformación  mecánica,  este  se  polariza  y  por  lo  tanto  se  obtiene  una
diferencia  de potencial  en  una resistencia  de carga que a  su vez genera una corriente
eléctrica. 

Una de las aplicaciones más básicas de la piezoelectricidad corresponde a los
mecheros o encendedores, los cuales  en su interior llevan un cristal piezoeléctrico al cual
golpea bruscamente el  mecanismo de encendido.  Este golpe seco provoca una elevada
concentración de carga eléctrica, capaz de crear un arco voltaico o chispa, que enciende el
mechero.

En el segundo grupo, el de los recolectores de tipo electromecánicos se incluyen
aquellos sistemas donde el movimiento de una masa hace que cambie el flujo magnético a
través de una bobina y por lo tanto, a partir de la Ley de Lenz, se genera una tensión en una
resistencia de carga.

Las vibraciones mecánicas son abundantes en la vida diaria y no son aprovechadas
o recolectadas para beneficio de las comunidades o de las personas que por alguna razón
no cuentan con cobertura del servicio de electricidad, por lo tanto los diversos niveles de
vibración son suficientes para alimentar recolectores electromecánicos y entonces generar
energía  eléctrica  suficiente  para  diversas  cargas  o  aplicaciones  que  puedan  proveer
necesidades básicas. 

En los siguientes numerales se describen diversas formas y aplicaciones de los
recolectores  de  energía  de  tipo  piezoelectricos  y  electromecánicos  más  comunes  del
mercado y de la actualidad. 
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2.1. - SISTEMAS PIEZOELÉCTRICOS

Los  materiales  piezoeléctricos,  por  ejemplo  el  cuarzo,  al  ser  sometidos  a  una
deformación mecánica adquieren una polarización eléctrica en su masa, lo cual produce una
diferencia de potencial  y  por  ende la  aparición de cargas eléctricas en la  superficie  del
cristal. 

Este efecto es reversible y recuperada su forma inicial es posible el comienzo de un
nuevo ciclo de generación. A partir del fenómeno descripto, pueden ser creadas diversas
aplicaciones,  por  ejemplo:  generar  electricidad  en  zonas  de  mucho  tránsito  peatonal,
vehicular,  etc.  A continuación  se  resumen algunos  proyectos  de  generación  de  energía
utilizando materiales piezoeléctricos. 

PAVEGEN5

Una de las aplicaciones más novedosas en este aspecto y la cual emplea el uso de
piezoelectricidad  corresponde  a  la  baldosa  PAVEGEN.  La  cual  aprovecha  cada  pisada,
convirtiendo la energía cinética en electricidad y además recolecta información acerca de los
patrones de movimiento donde se encuentra expuesta. Un transeúnte que camina a través
del sistema, el peso de sus pasos comprime un piezolectrico produciendo de entre 2 a 4
Joules de energía no conectada a la red por cada paso.

Los materiales utilizados para esta aplicación son plásticos reciclados, neumáticos,
materiales que permiten una contracción de 5 mm lo cual es suficiente para la polarización
eléctrica del piezoeléctrico, etc. 

La generación de energía es de alrededor de 8 w por pisada y puede ser utilizada,
por ejemplo, para iluminación o cualquier otra aplicación de bajo consumo. En la Figura 1 se
muestra una representación del sistema.

FIGURA 1: Baldosa PAVEGEN de uso permanente

Es  uno  de  los  dispositivos  de  mayor  desarrollo  y  aplicaciones  en  su  tipo.  Ya
instalado en canchas, centros comerciales, aeropuertos, colegios y eventos demostrativos
donde ya ha demostrado su capacidad de generación y recolección de información para otro
tipo de usos.

5 http://www.pavegen.com/
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CARRETERAS QUE GENERAN ELECTRICIDAD 6

Esta aplicación se basa en la instalación debajo del asfalto (a unos 5 centímetros
de la capa superior) de una membrana piezoeléctrica que genera energía cuando pasan los
vehículos, convirtiendo la presión ejercida sobre ellas en electricidad. Los resultados han
demostrado ser muy exitosos, permitiendo obtener en 1 km de carretera hasta 400 kW en un
día de alto tránsito vehicular.

En la Figura 2 se representa un esquema del dispositivo a instalar en una carretera
para  producir  electricidad.  El  paso  del  vehículo  modifica  la  estructura  del  elemento
piezoeléctrico obteniéndose una diferencia de potencial en la resistencia de carga. A partir
de la generación y recolección de energía se alimentan diversas cargas que hacen parte del
sistema que componen la red.

FIGURA 2: Modelo de dispositivo que genera electricidad en carreteras

2.2.- ELECTROMECÁNICOS

También existen sistemas donde el movimiento de una masa es aprovechada para
generar  energía  eléctrica,  estos  sistemas  denominados  electromecánicos  también  se
encuentran disponibles en el mercado y pueden mencionarse a los siguientes:

SCALIBUR7

Esta aplicación se puede ver en sistemas para recargar linternas,  y tiene como
objetivo eliminar los problemas de las baterías agotadas, así como la contaminación que
producen las mismas.

El sistema está compuesto por un magneto que recorre longitudinalmente el interior
de un tubo de material polimérico y que cruza una bobina en cada recorrido. A partir de este
movimiento y de acuerdo a la Ley de Lenz se genera una fem. Esto permite cargar un
capacitor  garantizando  la  utilidad  de  la  linterna  por  un  largo  tiempo.  Cada  vez  que  se
descarga el dispositivo, solo es necesario mover el sistema para recargar la linterna. En la
Figura 3 se muestran los diferentes componentes del dispositivo. 

6 https://www.tecnocarreteras.es/2011/04/08/carreteras-que-generan-electricidad/
7 http://www.shake-flashlights.com
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FIGURA 3: Modelo de dispositivo con un magneto móvil.

NPOWER PEG8

Este  dispositivo  representa  una  innovación  en  el  aprovechamiento  de  energía
cinética.  El  sistema  colecta  la  energía  de  vibración  que  produce  una  persona  cuando
camina, corre, etc. La corriente generada puede ser utilizada para cargar una batería. En el
modelo comercial esta batería es de 2000 mAh, también tiene puertos USB para realizar
una carga a través de una fuente externa.

En la Figura 4 se puede apreciar los componentes del sistema y al igual al caso
anterior con el movimiento se produce una cambio en el flujo magnético que abraza a la
bobina. 

FIGURA 4: Dispositivo de operación Npower Peg

8 https://www.wired.com/2012/10/npower-peg/
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3.- MARCO CONCEPTUAL

La creciente demanda actual de energía eléctrica y otras en todo el mundo, por
parte del ser humano para aumentar su nivel de vida (confort), ha impulsado la necesidad de
utilizar otras fuentes energéticas diferentes a las convencionales. Por lo tanto y como se
mencionó,  en los últimos años han aparecido en el  mercado aplicaciones que proponen
nuevas alternativas de recolección (sistemas piezoeléctricos, electromecánicos, etc.). Esto
último plantea un nuevo desafío y por lo tanto es necesario investigar estas aplicaciones
para ampliar su desarrollo. 

Las  fuentes  que  pueden  generar  un  pequeño  movimiento  de  una  masa  son
abundantes en el ambiente y como se mencionó en párrafos anteriores están presentes en
diferentes  formas,  son  abundantes  por  lo  tanto  pueden  ser  aprovechadas  para  su
conversión. En otras palabras, estas fuentes tienen suficiente disponibilidad para generar
potencia eléctrica suficiente para ser empleada para alimentar cargas de bajo consumo tales
como iluminación LED, avisos publicitarios, torniquetes u otras cargas de la zona donde se
encuentre instalado el recolector de energía.

La  mayoría  de  los  sistemas  de  recolección  de  energía  han  sido  diseñados  y
simulados  en  condiciones  específicas,  por  ejemplo  las  señales  de  entrada  se  toman
uniformes o constantes en un periodo de tiempo. Pero, para el caso de los recolectores
mencionados  las  señales  de  entrada  no  se  presentan  de  forma  uniforme  sino  todo  lo
contrario.  O  sea,  si  se  considera  como señal  de  entrada  el  paso  de  peatones  en  una
determinada zona, tal uniformidad no está garantizada sino todo lo contrario, la señal de
entrada responderá a un patrón aleatorio o no con un amplio espectro de frecuencias.

Esta característica de aleatoriedad de la señal de entrada implica un método de
análisis matemático basado en principalmente la “Transformada de Fourier”, “Funciones de
Auto correlación”, etc. en resumen Métodos Estadísticos. 

En  forma  general  el  sistema debe  contemplar  el  movimiento  de  un  imán  con
respecto a una bobina para generar un cambio en el flujo magnético y generar por lo tanto
una fuerza electromotriz (f.e.m.), como se muestra en la Figura 5 y 6. El movimiento del
imán es provocado por una señal de entrada y una condición necesaria es que luego que se
desplazó el imán una determinada distancia, el sistema debe restablecer su estado inicial,
por lo  tanto también existir  algún muelle  (resorte)  que lleve el  sistema a la  posición de
equilibrio.

FIGURA 5: REEM – Vista lateral del dispositivo
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En la Figura 5, se puede observar el esquema de operación de la baldosa. En este
gráfico se representa la superficie de contacto a la cual se encuentran adheridos las bobinas
de generación de energía eléctrica. Una vez activados estos regresan a su posición inicial a
través de los resortes adosados internamente.

En principio y como se expresará luego en el desarrollo de las ecuaciones de un
sistema electromagnético el principal inconveniente puede radicar en modelar la señal de
entrada o sea el movimiento que provoca el desplazamiento del imán. Si bien es posible
considerar una infinidad de funciones y que por lo general tienen que ser periódicas o no, lo
que se busca es algún modelo que represente las pisadas aleatorias de la baldosa. 

El  modelo  matemático  propuesto  para  la  señal  de  entrada  es  una  función  que
compuesta de valores aleatorios (con igual probabilidad de ocurrencia para cada dato). 

Adoptar como función generadora algo aleatorio significa trabajar estadísticamente
con las ecuaciones o sea con el método de resolución de las ecuaciones de movimiento,
teniendo en cuenta que el movimiento es mucho mas complejo. En el caso de las pisadas
no  se  presenta  un  patrón  que  permita  emplear  los  cálculos  convencionales  para  el
modelamiento  de  las  ecuaciones.  Como  no  existe  una  función  determinista  para  el
desarrollo del modelo, se debe tratar el problema de forma estadística. Por lo anterior los
resultados planteados tienen en cuenta la densidad espectral de la tensión en la resistencia
de carga en función de la frecuencia natural de oscilación del sistema. 

Otro aspecto  a considerar  es la  linealidad o no del  resorte,  lo  que agrega una
complicación adicional al  tratamiento matemático que tiene que ver con el  diseño de un
sistema de estas características. En la figura 6 se observar el esquema de uno de los puntos
recolectores  generales  del  sistema,  conformado  por  un  punto  de  contacto,  un  resorte-
amortiguador,  un inductor  y  un imán permanente,  que en un ciclo completo (sube-baja)
permitirán que se genere una f.e.m.

FIGURA 6: Imán sujeto a la baldosa y bobina estacionaria

En la Figura 6 se observa que los puntos de contacto o las bobinas son activados
una vez el personal transeúnte oprime la superficie de contacto, a la cual se encuentran
conectados las nueve bobinas. Es importante destacar que a partir del movimiento o pisada
inicial todas las nueve bobinas generarán energía.
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4.- HERRAMIENTAS MATEMÁTICAS

En  el  desarrollo  de  este  capitulo  se  describen  las  principales  herramientas
matemáticas empleadas para la formulación, modelamiento y solución de las ecuaciones de
movimiento del sistema electromecánico. En este desarrollo matemático se contempla una
masa adosada a un resorte que cuando existe una vibración (oscilación) produce un cambio
de  flujo  magnético  sobre  una  bobina.  A  continuación  se  representa  un  esquema
generalizado del desarrollo de las ecuación del sistema.

REPRESENTADO POR
UNA EC . DIFERENCIAL

↓

[
EXCITACIÓN

DEL SISTEMA
y(t ) ] → [

SISTEMA VIBRATORIO
LINEAL E INVARIANTE

EN EL TIEMPO
(ESTACIONARIO)

] → [
RESPUESTA

DEL SISTEMA
z(t) ]

↑

SISTEMA ELECTROMECÁNICO

Figura 7: Esquema de bloques del problema 

En el esquema de figura 7 se observa que la ecuación diferencial que representa
el sistema se encuentra excitado por una función y (t) que permite obtener la respuesta

del sistema z(t ) . Para el modelamiento del sistema el primer concepto a considerar es la

“densidad espectral”, que puede ser aplicada a la entrada o salida del sistema y siendo este
el caso es necesario determinar la “función de transferencia” del sistema. 

Se define como S A (ω) la densidad espectral  de entrada y esta asociada a la

aceleración del dispositivo, ω es la frecuencia. Empleando la función de transferencia es
posible  obtener  la  salida   del  sistema  o  respuesta  del  sistema SU (ω) la  cual  es

proporcional a la velocidad con que se desplaza el sistema. 

En cuanto a las unidades de la respuesta del sistema están dadas por:

[x (t )] unidades de cualquier señal9 y [SU (ω)] =
[x (t )]

Hz
donde Hz=Hertz

Un  proceso  “estocástico”  se  refiere  a  todo  sistema  cuyo  comportamiento  es
intrínsecamente  no  determinista.  Cada  estado  del  sistema  esta  definido  por  acciones
predecibles y por elementos aleatorios. Un proceso estocástico entonces es una colección o
familia de variables aleatorias { xt } con t ϵT tiempo. Por lo tanto una determinada familia

esta ordenada según el subíndice t, el cual suele identificarse como el tiempo. En el dominio
del tiempo un proceso estocástico queda caracterizado por el valor medio y por la “función
de autocorrelación” Rx(τ ) con τϵT .

9 Los corchetes [] representan unidades, en este caso de la señal
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En el dominio de la frecuencias, un proceso estocástico queda caracterizado por la función
“densidad espectral”, que se determina realizando la transformada de Fourier de Rx(τ ) . 

Si el proceso estocástico es estacionario, la función de autocorrelación se puede
expresar como:

Rx( τ)= E [x (t )x (t+τ)]                                               (1)

siendo E[ ] la esperanza matemática, τ es el retraso o tiempo de correlación. Rx(τ)

mide básicamente la influencia de una variable aleatoria sobre otra, la cual esta separada un
tiempo τ . Las unidades de la función de autocorrelación están dadas por:

[Rx( τ)] = [ x(t )]
2                                                     (2)

Por otra parte si τ es muy grande, los procesos estocásticos estacionarios dejan de estar
correlacionados entre sí, por tanto:

lim
τ→0

R x( τ)= E [x(t )]E [ x(t+τ)]= μ x
2                                  (3)

donde μx
es el valor promedio. Si μx≠0 , restando este valor se cumple que:

 lim
τ→0

Rx( τ) = 0 ∫
−∞

∞

Rx ( τ)d τ <0                                  (4)

La  transformada  de  Fourier  de  la  función  de  correlación Rx(τ) da  como  resultado  la

densidad espectral, por tanto

Sx (ω) =
1

2π
∫
−∞

∞

Rx (τ)e
−iω τd τ Rx(τ )= ∫

−∞

∞

Sx(ω)e
iωτ dω          (5)

a partir de la segunda integral y considerando las respectivas unidades se obtiene:

   [Rx( τ)] = [Sx(ω)][dω]

[R x (τ)]=[ x (t)]
2

[dω]=Hz

→ [Sx (ω)]=
[x (t )]2

Hz
                              (6)

La  densidad  espectral  en  la  salida  (por  ejemplo  velocidad)  se  determina
empleando una función que se denomina  “función de transferencia” H (iω) ,  la cual se

define  como  una  relación  (cociente)  entre  la  excitación  de  entrada  y  la  respuesta  del
sistema. 

Teniendo en cuenta el esquema de la figura 7, si y (t) es una historia temporal

“determinista” o sea proviene de una ecuación, entonces z(t ) se obtiene integrando las

ecuaciones de movimiento (ecuaciones diferenciales), sujetas a condiciones iniciales y de
contorno. 
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Es  necesario  destacar  que  existen  muchas  técnicas  numéricas  para  obtener
soluciones de las ecuaciones diferenciales y una de ellas es obtener la solución a partir del
uso de la frecuencia compleja junto con la integral de Fourier o transformada de Fourier10.

El método que utiliza la respuesta a la frecuencia compleja puede ser empleado
para sistemas lineales invariantes en el tiempo. Cuando la excitación es estacionaria con
movimiento armónico simple  (MAS),  la  respuesta también es estacionaria  con la  misma
frecuencia que la excitación. La amplitud y fase de la respuesta generalmente depende de la
frecuencia. 

Un método conciso que describe la dependencia con la frecuencia de la amplitud y
la fase esta dado por el uso de la “función de transferencia” o  “respuesta de la frecuencia
compleja” H (ω) o H (iω) 11

La función de transferencia H (iω) tiene la propiedad que cuando la excitación

de  entrada  es  la  parte  real  de e iωt entonces  la  salida  (respuesta)  es  la  parte  real  de

H (iω)e iωt , la forma de obtener la función de transferencia en el sistema representado en

la figura 8 fue reemplazar en las ecuaciones de movimiento la entrada por y (t)=eiω t y la

salida por z(t )=H (iω)eiω t luego resolviendo analíticamente se obtiene H (iω) .

Como la  función  de  transferencia  es  una  medida  de  la  salida  por  unidad  de
entrada, analizando dimensiones se tiene que [H (iω)]=[ salida]/[ entrada] . Si se determina

la función de transferencia para todas las frecuencias se cuenta entonces con la información
necesaria  para  calcular  la  respuesta  del  sistema  a  una  excitación.  La  base  para  esta
afirmación es el “Principio de superposición”, el cual es aplicable en sistemas lineales. 

En síntesis este principio establece lo que demuestra el siguiente esquema:

ENTRADA  SALIDA
↓  ↓

combinacion lineal
de excitaciones

 combinacion lineal
de respuestas

↓  ↓

y1(t )+⋯+ yn (t)  z1(t )+⋯+zn(t )

                                (7)

Ahora bien, si la entrada es una “Serie de Fourier” (serie de senos y cosenos), la respuesta
a cada término de la serie se evalúa por separado, generando una respuesta que también
es una serie donde cada término es una respuesta de una entrada individual o sea es una
nueva Serie de Fourier. 

10 Otro método puede ser obtener la respuesta del sistema considerando como excitación un impulso
unitario conjuntamente con la integral de superposición o integral de convolución.
11 La notación depende por lo general del autor consultado
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Si la entrada es una función no periódica pero la Transformada de Fourier existe,
entonces el “Principio de Superposición” análogo (en el dominio de la frecuencia) es válido y
para cada componente de la frecuencia se puede calcular:

ẑ (iω)⏟
transformada

deFourier

= H (iω) y (iω) ⇒ z (t) =
1

2π
∫
−∞

∞

ẑ (iω)eiωt dω

z (t) =
1
2π
∫
−∞

∞

H (iω) y(iω)eiω t dω =
1
2π
∫
−∞

∞

H (iω)ei ωt dω
⏟

integral
deFourier

∫
−∞

∞

y (τ)e−iω τd τ

       (8)

Se ha definido en la ecuación anterior a la Integral de Fourier como:

1
2π
∫
−∞

∞

H (iω)e iωt dω

Cuando  la  entrada  al  sistema  es  una  excitación  estacionaria  y  aleatoria,  la  respuesta
también es estacionaria y aleatoria. La respuesta de un sistema lineal e invariante en el
tiempo puede ser obtenida superponiendo soluciones individuales en el dominio del tiempo. 

Si la excitación es un impulso unitario, entonces y (t) es de la forma:

y (t )=δ(t−τ)                                                      (9)

donde δ(t−τ) representa la Delta de Dirac. Esta función tiene las siguientes propiedades:

Si t=τ entonces δ(t−τ)=1 pero  cuando t≠τ entonces δ(t−τ)=0 gráficamente

se observa en la Figura 8(a). Si bien en la figura 8(a) la ordenada al origen es infinita, la
Delta de Dirac se define con un área igual a la unidad,  lo que acota la definición. Esta
característica es básica para modelar señales infinitamente grandes pero con una duración
infinitamente corta.

En  el  caso  de  ser y (t) una  fuerza,  entonces δ(t−τ) puede  representar  un

golpe (en el sentido de la mecánica clásica), pero si y (t) representa una aceleración la

Delta de Dirac es también una aceleración pero con un cambio instantáneo de velocidad. 

Se tiene que z (t) es la respuesta del sistema cuando este esta excitado por

δ(t−τ) por lo tanto se define una función h(t−τ) como la  “respuesta impulsiva”. La

figura 8 (b) muestra una salida para t> τ y en t=τ se perturba al sistema.

Donde h(t−τ) es  la  solución  de  la  ecuación  diferencial  (ecuaciones  de

movimiento) con δ(t−τ) como excitación,  para t< τ el sistema no estaba perturbado,

entonces no hay respuesta. 
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Figura 8: (a) Un pulso que se produce en t=τ (b) Respuesta impulsiva

Las unidades de la función respuesta impulsiva dependen de la naturaleza de la
excitación o sea de las unidades de la entrada. h(t−τ) es la función de transferencia en

el dominio del tiempo y contiene toda la información que permite determinar z (t) para

cualquier perturbación arbitraria y (t )
 

Figura 9: La excitación y (t ) se representa por la suma de pulsos infinitesimales cuya

magnitud es y ( τ)d τ aplicados en el tiempo t=τ

La figura 9 representa una excitación cualquiera que es divididas en elementos
diferenciales.  En t=τ se considera un elemento de área donde el  ancho es d τ y la

altura  es y (t ) .  La  hipótesis  de  trabajo  es  que  este  elemento  de  área  puede  ser

aproximado por un impulso y ( τ)d τ aplicado en t=τ entonces la respuesta para otro

tiempo se obtiene utilizando la función de transferencia, por tanto:

( y ( τ)d τ)h(t−τ)                                                  (10)

y la respuesta total se obtiene aplicando el principio de superposición con todas las señales
de entrada al sistema electromecánico, por lo tanto se obtiene:

z (t) =∫
−∞

t

y ( τ)h(t−τ)d τ                                           (11)
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t

∞

τ0 t

z (t )=h (t−τ)

0 τ

(a) (b )

τ
d τ

0 t t

y (t)



La integral descrita en la ecuación 11 puede plantearse porque el sistema es lineal
y  se  la  conoce  como  “integral  de  convolución”.  Siempre  hay  que  tener  en  cuenta  que

h(t−τ) se hace cero para τ>t , por tanto es posible reemplazar el límite superior por

∞ dando como resultado:

z (t) =∫
−∞

∞

y ( τ)h(t−τ)d τ                                           (12)

Haciendo un cambio de variables θ=t−τ y d θ=−d τ se obtiene:

z (t) =∫
−∞

∞

y (t−θ)h (θ)d θ                                             (13)

Las integrales anteriores, (12) y (13) proporcionan la respuesta z(t ) para el caso

de  una  excitación  conocida  y  arbitraria,  pero  en  ambos  casos  se  plantea  el  siguiente
problema: si se usa la integral de superposición es necesario conocer h(t ) pero si se usa

la integral de Fourier es necesario determinar H (iω) . Si bien ambos procedimientos son

diferentes, se encuentran relacionados. 

Teniendo en cuenta  la  integral  de Fourier  definida en la  ecuación 8 se  puede
escribir que 

z (t) =
1

2π
∫
−∞

∞

H (iω)eiω t dω∫
−∞

∞

y( τ)e−iω τd τ                         (14)

en la ecuación 14 t ( τ) es el impulso unitario y por propiedad de la  Delta de Dirac12 se

tiene:

z (t) =
1

2π
∫
−∞

∞

H (iω)eiω t dω∫
−∞

∞

y( τ)e−iω τd τ
⏟

=1

                        (15)

En cambio si se tiene en cuenta la ecuación 13 que es la integral de superposición, donde
y (t−θ)=δ(t−θ) y aplicando propiedades de la Delta de Dirac se obtiene que z(t )=h(t )

que reemplazando en  la ecuación 15 se deduce que:

h(t ) =
1

2π
∫
−∞

∞

H (iω)e iωt dω ⇒ H (iω) =∫
−∞

∞

h(t)e−iω t dt            (16)

Lo anterior demuestra que H (iω) es la transformada de Fourier de h(t ) .

12 ∫
−∞

∞

f (x)δ(x)dx=f (0) el resultado de la integral es el valor de la función donde el argumento de la 

delta sea cero, otra forma de expresar lo anterior es ∫
−∞

∞

f (x)δ(x−s)dx=f (s)
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Por lo tanto, si se conoce la función de transferencia, es posible encontrar soluciones en el
dominio del tiempo con solo realizar la transformada de Fourier. En general para cualquier
excitación se tendrá. 

z (t) =∫
−∞

∞

y (t−θ)h (θ)d θ                                        (17)

tomando la esperanza E[ ] en ambos miembros se tiene:

E [ z (t )] = E[∫
−∞

∞

y (t−θ)h (θ)dθ] ⇒ E [ z (t )] =∫
−∞

∞

E [ y (t−θ)]h(θ)d θ        (18)

La operación de tomar esperanzas e integrar  pueden intercambiarse en la  ecuación 18
porque  son  operaciones  lineales.  Retomando  que y (t−θ)= y (τ) y  su  esperanza

E[ y ( τ)] es  una  constante  e  independiente  de τ cuando  el  proceso  es  aleatorio  y

estacionario, entonces es permitido extraerlo de la integral de la ecuación 18

E [ z (t )] = E[ y (t )]∫
−∞

∞

h(θ)dθ                                         (19)

Por  lo  tanto,  conocer  la  respuesta  a  un impulso  o  la  función de transferencia
permite obtener el valor medio de la salida, a partir de conocer el valor medio de la entrada y
todo esto sin resolver la ecuación diferencial. En particular si el valor medio de la entrada es
cero (media cero), la salida tiene también media cero, lo que es muy importante en varios
procesos  porque  simplifica  el  tratamiento  y  permite  concentrarse  en  propiedades
estadísticas de segundo orden. 

Otra  forma  de  evaluar  o  resolver  el  sistema  lineal  es  utilizando  funciones  de
autocorrelación. La función de autocorrelación mide la dependencia estadística entre valores
de una serie de datos13. 

En otras palabras puede interpretarse como una función que mide cuanto influye
un determinado valor sobre otro dato de la misma serie. Lo interesante es que los valores a
correlacionar pueden ser sucesivos o pueden estar separados un determinado intervalo de
tiempo. Entonces dos valores de entrada,  espaciados un intervalo τ serán: y (t−θ1) y

y (t+ τ−θ2) haciendo uso de la función de transferencia en la salida h(θ) se obtendrá:

z (t) z(t+τ)= ∫
−∞

∞

y (t−θ1)h(θ1)dθ1∫
−∞

∞

y (t+τ−θ2)h(θ2)dθ2
                (20)

como ambas integrales deben ser convergentes, entonces se pueden escribir  como una
integral doble y tomando la esperanza en ambos miembros se tiene:

E [ z (t )z (t+τ)] = E [∫
−∞

∞

∫
−∞

∞

y (t−θ1) y (t+ τ−θ2)h(θ1)h(θ2)dθ1 dθ2 ]             (21)

13 En este caso con la palabra serie se hace referencia a valores espaciados en el tiempo o sea una 
serie temporal.
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nuevamente intercambiando la esperanza con el signo de integral en la ecuación
21 se obtiene14:

E [ z (t )z (t+τ)] =∫
−∞

∞

∫
−∞

∞

R y( τ+θ1−θ2)h(θ1)h(θ2)d θ1d θ2
                 (22)

donde Ry = E [ y (t−θ1) y (t+τ−θ2)] es  la  función  de  autocorrelación  en  la  entrada  al

sistema.  El  segundo  miembro  de  la  ecuación  22,  luego  de  realizar  la  integral,  es
independiente  del  tiempo,  por  lo  tanto  se  puede  escribir  que E[ z(t )z (t+τ)] = R z( τ) y

reemplazando en la ecuación 21

R z(τ)= ∫
−∞

∞

∫
−∞

∞

R y(τ+θ1−θ2)h(θ1)h(θ2)dθ1d θ2
                     (23)

La  ecuación 23 expresa una relación entre la función de autocorrelación para la
entrada Ry( τ) y la función de autocorrelación en la salida R z (τ) y lo interesante de esta

conclusión que esta característica de las funciones de autocorrelación puede ser extensivo a
otras funciones estadísticas mientras que el  proceso sea estacionario,  entonces para un
proceso  aleatorio  y  estacionario,  la  función  de  autocorrelación  puede  escribirse  como

E[ y (t1) y (t2)] = R( τ) con τ = t2−t1
la  cual  puede  ser  descompuesta  en  frecuencia

como:

R( τ) =∫
−∞

∞

S (ω) e iωτdω                                            (24)

τ = t2−t1
es la transformada de Fourier de R( τ) (excepto por un factor de 2π ) por lo

tanto:

S(ω)=
1

2π
∫
−∞

∞

R( τ) e−iω τd τ                                          (25)

las ecuaciones 24 y 25 se las conoce como la relación de Wiener - Khintchine”. S (ω) no

toma  valores  negativos  y  es  una  función  par  de ω o  sea S (ω)=S (−ω) .  Si τ=0
entonces:

R(0) = E [ y2
]=∫

−∞

∞

S (ω) dω                                          (26)

lo cual determina la media cuadrática. La integral del segundo miembro de la ecuación 26
corresponde  a  la  “densidad  espectral  cuadrática  media”.  Las  unidades  de  la  densidad
espectral corresponden:

[S(ω)] =
[media cuadrática]
[frecuencia ]

                                           

14 Además se considera que el proceso es estacionario
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de acuerdo a lo desarrollado en la ecuación 6. Lo que resta es determinar una relación entre
la entrada y salida para las densidades espectrales y para el proceso de salida z (t) la

relación Wiener-Khintchine es:

Sz(ω)=
1

2π
∫
−∞

∞

R z(τ) e−iω τd τ                                      (27)

además teniendo en cuenta la ecuación 23:

R z (τ) =∫
−∞

∞

∫
−∞

∞

R y( τ+θ1−θ2)h(θ1)h(θ2)d θ1d θ2

se  procede  de  la  siguiente  manera:  se  multiplican  ambos  miembros  por (1 /2π)e−iω τ y

luego se integra con respecto a τ desde −∞ a ∞ ,  por  lo  tanto el  primer  miembro
resulta en la siguiente expresión: 

1
2π
∫
−∞

∞

R z(τ)e
iω τd τ = Sz (ω) densidad espectral a la salida              (28)

para el segundo miembro se tiene:

1
2π
∫
−∞

∞

e−iω τd τ∫
−∞

∞

∫
−∞

∞

R y( τ+θ1−θ2)h(θ1)h(θ2)d θ1d θ2
                    (29)

haciendo uso de eiωθ1 e−iωθ2 e−iω(θ1−θ2)=1 la integral anterior queda expresada como:

∫
−∞

∞

h(θ1)e
iω θ1 d θ1⏟

transformada Fourier
de h(−θ1)=H (−i ω)

∫
−∞

∞

h(θ2)e
iωθ2 d θ2⏟

transformada Fourier
de h(θ2)=H (i ω)

1
2π
∫
−∞

∞

R y( τ+θ1−θ2)e
−iω(τ+θ1−θ2)d τ
⏟

=S y(ω)

             (30)

para la tercera integral de la ecuación 30 haciendo eiωθ1 e−iωθ2 e−iω(θ1−θ2)=1 se obtiene que 

1
2π
∫
−∞

∞

Ry ( τ+θ1−θ2)e
−iω(τ+θ1−θ2)d τ =

1
2π
∫
−∞

∞

Ry (ϕ)e
−iωϕd ϕ = Sy (ω)                (31)

por lo tanto se obtiene

Sz(ω)= H (iω)S y(ω)H (−iω)                                            (32)

siendo H (−iω) el complejo conjugado de H (iω) entonces

Sz (ω)⏟
densidad espectral

salida

= |H (iω)|
2

S y(ω)⏟
densidad espectral

entrada

                                   (33)
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Finalmente, H (−iω) se determina si se conocen Ry( τ) o S y (ω) . Suponiendo que este

dado: Ry( τ ) entonces:

E [ z2
] = R z(0) =∫

−∞

∞

∫
−∞

∞

Ry(θ1−θ2)h(θ1)h(θ2)d θ1d θ2
                   (34)

Si se conoce S y (ω)=S0
constante para todas las frecuencias, que sería el caso de una

excitación aleatoria ruido blanco, entonces:

E[ z2
] = S (0)=∫

−∞

∞

|H (iω)|
2
dω                                        (35)

La integral correspondiente a la  ecuación 35 se encuentra tabulada para algunas formas
particulares de H (iω) en la pagina 72 de [1]. 
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5.- DISEÑO DEL RECOLECTOR ELECTROMAGNÉTICO – REEM

El  REEM  y  sus  nueve  puntos  recolectores  se  encuentran  embebidos  en  un
contenedor formado por una estructura cúbica de aluminio que permite la hermeticidad y
conservación del sistema. Con el fin de ser consecuentes con la proyección sostenible del
dispositivo, se prevé que los materiales que recubren el contenedor o la superficie principal
de contacto sean elaborados a partir de materiales reciclados o amigables con el medio
ambiente tales como materiales reciclados, botellas de polietileno o neumáticos de bicicleta
o automóvil.  

La Figura 10 muestra en diferentes vistas la  disposición de los  recolectores e
imanes que se encuentran por debajo de la superficie principal de contacto de la baldosa y
que en principio es el pre-diseño de un prototipo final para su construcción. 

Las  características  dimensionales  del  dispositivo  o  contenedor  comprenden  un
cuadrado de 30 x 30 cm y una altura 7 cm de espacio libre para la instalación y operación de
los nueve recolectores.  En la  figura 10 se puede observar  el  modelo constructivo de la
baldosa en sus vistas panorámicas y superior donde puede verse la ubicación de cada uno
de los recolectores, resortes y disposición del conjunto completo.

 

Figura 10: Esquema del dispositivo experimental del recolector de energía cinética
electromagnético. (a) Vista principal y distribución interna de las bobinas.

La disposición de los recolectores permite garantizar la operación completa de los
nueve puntos a partir de una pisada de hombre, permitiendo así una mayor eficiencia en la
generación de potencia al oprimir o activar uno o varios recolectores en un mismo tiempo.

El desplazamiento de la superficie de contacto que esta alrededor de 5mm y el
cual da inicio al proceso de generación de energía supone uno de los mayores retos en el
diseño del prototipo, dado que este desplazamiento debe ser lo suficientemente amplio para
permitir  la mayor eficiencia en la generación y así extraer la mayor cantidad de energía
posible; y por otro lado supone un desafió debido a que este desplazamiento podría crear un
obstáculo a los transeúntes que pisan la superficie. 
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b) Disposición del dispositivo – Vista superior

Figura 10: Esquema del dispositivo experimental del recolector de energía cinética
electromagnético. (b) vista superior y distribución interna de las bobinas.

Las dimensiones del dispositivo se basan en el  tamaño promedio de baldosas
disponibles en el mercado y empleado en la mayoría de superficies. El dispositivo permite
ser modular y construirse de acuerdo a las necesidades del área donde vaya a ser instalado,
dando  la  facilidad  en  su  traslado,  almacenamiento,  instalación  y  al  final  de  su  uso,  el
desmontaje.

En un eventual desarrollo del dispositivo, la baldosa podría ser instalada sobre el
suelo directamente sin realizar perforaciones y/o trabajos civiles. En la figura 11 se muestra
un conjunto de baldosas de otro tipo empleadas para nivelar pisos y corresponde al uso o
distribución que tendría el REEM una vez sea instalada. Si la baldosa se instala en una feria
técnica, su hipotética distribución corresponde a la figura 11 a.

Figura 11a) Probable distribución de la baldosa
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Si la baldosa es instalada en parques de alto flujo de transeúntes, tendría una
distribución semejante a la que se observa en la figura 11b.

Figura 11b Probable vista de instalación del dispositivo recolector en diversas superficies. 

Las probables vistas o distribuciones de la baldosa expuestas en la figura 11 son
solo ejemplificaciones a partir de contenedores para la nivelación de pisos irregulares y no
representan  modelos  similares  para  la  generación  de  energía  como  el  tratado  en  este
documento.
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6.- MODELADO DEL  RECOLECTOR DE ENERGÍA ELECTROMAGNÉTICO – 
REEM

El modelo de recolector de energía propuesto es alimentado u obtiene su señal de
entrada a partir de las pisadas de los transeúntes, los cuales al pisar la superficie de una
baldosa  ejercen  presión  sobre  al  menos  uno  de  los  nueve  puntos  distribuidos
simétricamente al interior de la baldosa y que se encuentran dispuestos como se observa en
la Figura 10. 

Cada uno de estos nueve puntos se encuentra compuesto por un sistema propio
de recolección (imán, inductor, resorte), los cuales pueden aumentar la probabilidad de una
mayor cantidad de generación de energía teniendo en cuenta que el  sistema puede ser
activado por varios pasos simultáneos dados en las diferentes direcciones de los flujos de
los caminantes. 

El dispositivo consta de un resorte, el cual permite el desplazamiento de la masa
a su punto de origen para dar inicio a un nuevo ciclo de generación, a su vez tiene adosado
una masa m (baldosa) o una superficie de contacto para recibir cada uno de los pasos de
los transeúntes, por otra parte el dispositivo tiene un componente que representa la fricción
mecánica (amortiguador) y cuyo coeficiente depende de la velocidad con que se desplaza la
masa.

La figura 12 muestra en una perspectiva ampliada y a escala de la figura 6. La
construcción de cada uno de los nueve puntos de recolección que componen el dispositivo
internamente. Se puede observar un imán adosado a un amortiguador y aun resorte y a su
vez envuelto en un arrollamiento de bobinas que forman el inductor.  

FIGURA 12: Modelo y diseño físico del recolector de energía

Una vez es activado alguno de los puntos de contacto de la superficie principal,
seda inicio a un ciclo de generación el  cual desplaza un magneto en el  interior  de una
bobina eléctrica, el cual a su vez se encuentra sostenido por un resorte representado por la
función s( z) que  conjuntamente  con  el  amortiguador  representado  por d ( ż) permite
dicho movimiento.

El sistema y la representación física resorte-masa-amortiguador del recolector de
energía para efectos del desarrollo y cálculos matemáticos se muestra en el modelo de la
figura 13.
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FIGURA 13: Modelo físico que representa las fuerzas del recolector electromagnético
(REEM)

El  sistema  esquematizado  en  la  figura  13  puede  ser  representado
matemáticamente a través de la ecuación 36, la cual representa la señal de entrada y (t)
en función de la aceleración relativa z̈(t ) , la velocidad relativa ż(t ) y el desplazamiento
relativo z(t ) que se dan entre el imán permanente y el inductor. 

m z̈ + d ( ż) + s( z) =−m ÿ                                            (36)

Las  demás  variables  presentes  en  el  esquema,  tales  como  la  fuerza  de
amortiguamiento d ( ż) y  la  fuerza de elasticidad s (z) están modeladas  de acuerdo  al
comportamiento que en el recolector de energía demuestran durante su operación. 

El desempeño del recolector también se ve afectado en su rendimiento por las
condiciones de linealidad o no linealidad de los componentes que hacen parte del sistema,
aspectos  que  serán parte  del  desarrollo  de este  trabajo  y  con el  fin  de evidenciar  sus
diferencias, ventajas y desventajas.

Teniendo en cuenta las anteriores variables, en este trabajo se desarrollarán dos
tipos  de  recolectores  de  energía;  el  primero  denominado  recolector  lineal,  en  adelante
REEM - Lineal que se da cuando los dos componentes principales (resorte y amortiguador)
son del tipo lineales; y el segundo denominado recolector no lineal, en adelante REEM - No
Lineal cuando uno o ambos componentes componentes del sistema son del tipo no lineales.
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6.1.- RECOLECTOR DE ENERGÍA LINEAL (REEM - Lineal)

Como  se  indico  previamente  un  REEM  –  Lineal  se  considera  cuando  su
amortiguador y resorte tienen un desempeño del tipo lineal. Por lo anterior para determinar
la respuesta del sistema, se considera en cada instante, el equilibrio dinámico de todas las
fuerzas  que  entran  en  el  funcionamiento  del  dispositivo.  La  respuesta  dinámica  de  un
sistema  viene  dada  a  través  de  una  expresión  matemática,  denominada  ecuación  de
movimiento. 

A partir de los lineamientos de la  mecánica clásica al  realizar  la  sumatoria de
fuerzas del sistema y teniendo como señal de entrada y (t) , se obtiene la ecuación de
movimiento para un REEM - Lineal:

∑ F =m z̈= −bT ż⏟
Amortiguador

−kz⏟
Resorte

−m ÿ⏟
Señal de Entrada

                                (37)

Para  el  recolector  de  energía  lineal  la  fuerza  de  elongación  del  resorte  corresponde  a
s( z)=kz y por otro lado la fuerza de amortiguamiento se encuentra dada por d ( ż)=bT ż ,

donde bT es el  coeficiente total de amortiguamiento que se encuentra conformado por el
coeficiente de amortiguamiento mecánico bm y el coeficiente de amortiguamiento eléctrico

be .

bT= bm + be                                                        (38)

Al  dividir  la  ecuación  37 entre  la  masa  podemos  convertirla  al  dominio  de  la
frecuencia natural,  por lo tanto la ecuación de movimiento para el  recolector  de energía
lineal se ve reducida a la siguiente expresión:                                             

    z̈+
bT

m
ż+

k
m

z=− ÿ

z̈ + 2ζTωn ż + ωn
2 z =− ÿ                                            (39)

Donde ζT representa  el  coeficiente  de amortiguamiento  y ωn
2
=

k
m

es la  frecuencia  de

resonancia  del  sistema.  La  ecuación 39 a  su  vez  puede ser  reescrita  en función de la
velocidad  relativa ż(t ) ,  la  frecuencia  natural  del  sistema ωn y  la  relación  total  de
amortiguamiento del recolector ζT

d
dt

ż + 2ζTωn ż + ωn
2
∫ ż dt =− ÿ                                     (40)

La solución a la ecuación 40 es obtenida a través de la transformada de Fourier,
donde el objetivo es encontrar H (iω) que se conoce como la función de la respuesta en
frecuencia compleja o función de transferencia,  que se define como el cociente entre la
señal de salida ÿ y la señal de entrada ż , donde ÿ=Aeiω t y ż=Ue iω t .
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A partir de lo anterior reemplazando ÿ y ż en la  ecuación 40 se obtiene la función de
transferencia H (iω) .

H (iω ) =
salida

entrada
=

U
A
=

ω

i (ωn
2
−ω2 )−2ζT ωωn

                         (41)

Teniendo en cuenta la ecuación 41 y para un mejor desarrollo de la solución del 
sistema se emplean las siguientes equivalencias 

a=2 ξT ωωn y b=ωn
2
−ω2

                                     

|H (iω)|=

ω
ωn

ωn√[1−( ωωn )
2

]
2

+[2ζT (
ω
ωn ) ]

2
                                 (42)

A partir  de  la  función  de  transferencia  se  puede  obtener  la  distribución  de  la
potencia  de  la  señal  de entrada  en  distintas  frecuencias,  esta  señal  es  conocida como
densidad espectral de  la  velocidad  (SD).  La densidad espectral  de  la  aceleración base

S A (ω) de la masa está dada por:

SU (ω) =|H (iω )|
2
S A(ω )                                               (43)

La forma de obtener la ecuación 43 es definir una función de auto-correlación para la señal
de entrada y luego realizar la transformada de Fourier de la función de auto-correlación. 

6.1.1.- Sistema de Unidades

A continuación se especifica el sistema de unidades empleado en el análisis de la
densidad espectral, en donde:

S A(ω) = Densidad Espectral de la aceleración (Señal de entrada)

  [S A(ω)]=
(m /s2 )

2

Hz

SU (ω) = Densidad Espectral de la velocidad (Señal de salida)

 [SU (ω)]=
(m /s )2

Hz

Las unidades de las densidades espectrales están dadas por: 

SU (ω)⏟
↓

(m/ s)2

Hz

= |H ( iω )|
2

⏟
↓
1

Hz2

SA (ω)⏟
↓

1
Hz2

(m/s2
)

2

Hz
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(ms2 )
2

= (m
ss )

2

=
1
s2 (m

s )
2

⇒ [SU(ω) ]⏟
↓

(m/s)2

Hz

= S2
⏟
↓
S2

[SA(ω)]⏟
↓

(1/s2
(m/s)2)
Hz

Donde [H (iω) ]= [ 1
ω ]= s ; por lo tanto [|H (iω)|2 ]

6.2.- CIRCUITO ANÁLOGO DEL RECOLECTOR

Para facilitar el desarrollo del modelo matemático es preciso emplear analogías
que permitan una mayor aproximación a la realidad del sistema. 

Por lo anterior si usamos los circuitos eléctricos para obtener un equivalente, se
puede deducir que la tensión inducida de circuito abierto del recolector a través de la bobina
eléctrica es directamente proporcional al Factor de Transformación G , lo cual describe el
acoplamiento  entre  los  dominios  de  energía  eléctrica  y  mecánica  del  recolector  y  que
influencia en gran proporción la conversión de energía entre estos dos dominios.

     

FIGURA 14: Esquema general del REEM. 

El  gráfico  representa  el  funcionamiento  general  a  partir  de  la  pisada  de  una
persona, proceso el cual da inicio a un ciclo de generación de energía. Este sistema se
encuentra compuesto por una masa y ejerce fuerzas sobre un amortiguador y un resorte.
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Es importante emplear las analogías entre los sistemas eléctricos-mecánicos con
el objetivo de comprender el  acoplamiento entre los dos sistemas,  lo anterior puede ser
observado en la equivalencia que se da de la figura 14 a la figura 15. Esta analogía permite
calcular la tensión inducida del circuito abierto del recolector, para propósitos del calculo de
la potencia del sistema.

FIGURA 15: Representación de los dominios eléctricos y mecánicos

Para  la  obtener  del  circuito  mostrado  en  la  figura  15  se  consideró  el  circuito
eléctrico análogo de la parte mecánica, pensando que si la parte eléctrica mostrada y la
parte  mecánica  se  comportan  de  manera  semejante  y  por  lo  tanto  sus  modelados
matemáticos son también semejantes y es por esta razón que los sistemas son análogos. 

En  la  Figura  15  se  puede  apreciar  como  este  factor  de  transformación G
describe  el  acoplamiento  entre  los  dominios  eléctricos  y  mecánicos.  También  puede
interpretarse a G ,  pensando que establece la  conservación de la  energía mecánica y
eléctrica.

    

Figura 16: Circuito equivalente

A partir  de  la  figura  16  y  resolviendo el  respectivo  circuito  eléctrico  se puede
obtener la tensión inducida en el circuito abierto así:

V G = i(RL + RC)

V L= i RL

⇒ V L=(
RL

(RL+RC ))V G

V P

V S

=
Ż( t)
V G

= a ⇒ V G(t)=G ż (t )
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V p

V s

=
N p

N s

= a

1 : G
α : ρ

a =
N p

N s

= αρ =
1
G



V G =G ż ( t)                                                         (44)

La ecuación 44 establece que la tensión inducida es directamente proporcional a
la velocidad con que se mueve la masa m (baldosa) por efecto de las pisadas del hombre
(señal  de  entrada).  Se  usó  como  hipótesis  de  trabajo  que  el  campo  magnético B
producido por el imán es uniforme en el espacio donde se encuentra la bobina, entonces es
posible definir al factor de transformación G como:

G= BL                                                             (45)

donde L = longitud de la bobina (en el caso de no considerar un campo B uniforme, para
determinar el factor de transformación será necesario calcular la variación de B a lo largo
del eje de la bobina)15. Si la resistencia de la bobina se denota con RC y la resistencia de
la carga como RL entonces la tensión en la carga se expresa como:

V L (t )=(
RL

RL+RC
)G ż (t )                                             (46)

El siguiente proceso comprende la solución de la ecuación 46, por lo que se debe
emplear el uso y aplicación de la  Transformada de Fourier,  a lo cual en el dominio de la
frecuencia se obtiene la tensión en la carga del recolector de energía.

V L (ω) = (
RL

RL+RC
)G|H (iω )|A (ω)                                    (47)

Por tanto la función de transferencia para la tensión eléctrica está dada por:

⇒ |HV (iω)|= (
RL

RL+RC
)G|H (i ω)|                                 (48)

Cuando el recolector de energía electromagnético (REEM) tiene como entrada una
vibración  aleatoria  de  banda  ancha con  densidad  espectral S A correspondiente  a  la
aceleración base, se puede obtener la densidad espectral de la tensión en la carga.

SV L
(ω)=|HV (iω )|

2
SA (ω)                                         (49)

La  anterior  formulación  puede  ser  desarrollada  en  los  propios  parámetros  del
sistema así:

15 En el caso del REEM con una configuración de campo magnético no uniforme, para incrementar el 

factor G se requiere incrementar el gradiente del flujo magnético 
dB z

dz
de la componente normal 

de la densidad de flujo magnético Bz y/o incrementando la sección transversal S de las espiras 
del inductor.
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SV L
(ω) = (

RL

RL+RC
)

2

G2
(
ω

ωn
2 )

2

[1−( ωωn
)

2

]
2

+[2ζT (
ω
ωn
)]

2
SA (ω)                   (50)

Si la excitación corresponde a un proceso aleatorio Gaussiano estacionario con media cero,
la respuesta del sistema será Gaussiano estacionario con una media cero [3]. Por lo anterior
el  valor  cuadrado  promedio  de  la  tensión  en  la  carga  produce  la  potencia  promedio
entregada a la resistencia de carga

   V́ L
2
=∫
−∞

∞

SV L

(ω )dω=∫
−∞

∞

|H V (iω)|
2 SAωdω

⇒(
RL

RL+RC
)

2

G2∫
−∞

∞

|H (iω)|2 S A(ω)dw                                    (51)

PL=
V́ L

2

RL

PL=
1
RL
∫
−∞

+∞

SVL(ω)dω=∫
−∞

+∞

SPL (ω)dω

⇒
1

RL
(

RL

RL+RC
)

2

G2∫
−∞

∞

|H (iω)|2 S A(ω)dω                              (52)

La  solución  de  la  ecuación  52 permite  obtener  la  densidad  espectral  de  la  potencia
entregada a la carga, expresada en la siguiente ecuación:

SP L
(ω) =

1
RL

SV L
(ω)                                                        

⇒
1

RL
(

RL

RL+RC
)

2

G2
(
ω

ωn
2 )

2

[1−( ωωn
)

2

]
2

+[2ζT (
ω
ωn
)]

2
S A(ω)                          (53)
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6.3.- RECOLECTOR EXCITADO POR RUIDO BLANCO DE TIPO BANDA ANCHA 

Cuando la excitación se genera a partir de un proceso de ruido blanco Gaussiano,
la densidad espectral de la aceleración S A (ω) es plana e independiente de la frecuencia.
Reemplazando S A (ω)=S0 en las ecuaciones 51 y 52 se obtiene la tensión media cuadrada

en la carga ´V L
2 y la potencia promedio generada por el sistema PL .

V L
2
= S0(

RL

RL+RC
)

2

G2∫
−∞

∞

|H (iω)|2dω                                    (54)

Y la potencia

PL=
S0

RL
(

RL

RL+RC
)

2

G2∫
−∞

∞

|H (iω)|2dω                                    (55)

Desarrollando la evaluación de la integral del cuadrado del valor absoluto de la
respuesta en frecuencia compleja en las ecuaciones 54 y 55, se obtiene como resultado la
potencia entregada por el sistema. 

V L
2
=S0(

RL

RL+RC
)

2

G2 π
2ξT ωn

                                                     

PL=
S0

RL
(

RL

RL+RC
)

2

G2 π
2ξT ωn

                                              (56)

La  ecuación 56 considero una hipótesis para el coeficiente de amortiguamiento
total ζT ,  expresado  como  la  suma del  coeficiente  de  amortiguamiento  mecánico  y  el
coeficiente de amortiguamiento eléctrico.

ζT = ζm + ζe                                                        (57)

Se plantea lo anterior porque en el dominio mecánico existe amortiguamiento por
efecto de rozamiento o fenómenos viscosos y en el dominio eléctrico la resistencia de la
bobina es también un factor de amortiguamiento. De acuerdo a la teoría para un oscilador
armónico amortiguado, se define el factor de calidad mecánico Qm como:

         Qm=
√km
bT

⇒ 2ζωn =
bm

m
⇒ Qm =

1
2ζm

Por lo anterior el coeficiente de amortiguamiento mecánico se encuentra dado por

ζm=
1
2

Qm                                                        (58)

En  el  mismo  sentido  para  la  parte  eléctrica  es  posible  calcular  un  factor  de
amortiguamiento eléctrico a partir del circuito de la figura 16 como:
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ζe =
G2

2mωm (RL + RC)
                                             (59)

Si se reemplaza la relación de amortiguamiento total empleando las  ecuaciones
58 y 59,  la  ecuación 55 se vuelve mas adecuado para derivar la condición de potencia
optima para la conexión de la impedancia.

PL=mπ S0(
RL

RL+RC
)

G2Qm

mωn(RL+RC)+G2Qm

                          (60)

Optimizando la ecuación 60 respecto del rendimiento de RL la condición para la
transferencia de potencia optima sobre la carga esta dada por:

RLopt= √R c
2
+

G2Qm RC

mωn

⇒ √Rc
2
+

G2 RC

bm

                                                   (61)

A partir de la  ecuación 60 puede observarse que la potencia entregada depende
principalmente de la frecuencia de resonancia ωn , del factor de transformación G y del
factor de calidad Qm entre otros parámetros.  La densidad espectral  de la tensión en la
resistencia de carga se calculó y se obtiene a partir de la ecuación 43. 

SVL=(
RL

RL+RC
)

2

G2 S0(( ωωn
2 )

2

)([1−( ωω2 )
2

]
2

+[( 1
Qm

+
G2

mωn(RL+RC))(
ω
ωn )]

2

)
−1

      (62)

El producto G2 Qm en el numerador de la ecuación 61 es conocido como el factor
transcendental para los recolectores de energía excitados por vibraciones aleatorias [9]. En
un REEM, incrementando este producto se incrementará la potencia promedio entregada a
la carga. 

Es importante tener presente que si se incrementa en número de vueltas en el
inductor  la  resistencia  eléctrica  aumenta dando  lugar  a  mayores  pérdidas.  Por  lo  tanto
incrementar el gradiente de flujo magnético en dispositivos donde el campo magnético es no
uniforme es una aplicación sugerida para incrementar el factor de transformación. 

Las  ecuaciones 61 y 62 se modelaron para diferentes valores del parámetro de
transformación y del factor de calidad mecánico en función de la frecuencia. En la tabla 1 se
muestran algunos valores para las demás variables consideradas en el dispositivo.
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Variable Valor Observación

masa (m) 42.8 x 10-3

f (Hz) 13.11
 Frecuencia de

resonancia

RC (Ω) 18

Qm 117.52
Factor de calidad

Mecánico

Qe 6.53
Factor de calidad

Eléctrico

G (Tm) 3.118
Factor de

transformación

G2Qm

(T2m2)
1142.52

Tabla 1: Parámetros de recolectores electromagnéticos 

Para realizar la simulación del recolector de energía se empleó una configuración
de componentes y variables que se encuentran relacionados en la tabla 2, donde el campo
magnético no uniforme es generado por un magneto de tipo permanente que se acciona en
el interior de un inductor cuando los contactos de la superficie de la baldosa son oprimidos. 

Variable Valor Observación

RC 7.5
Resistencia de la

Bobina 

Constante del
Resorte (k)

226 kN/m
Constante para
toda elongación

Masa (m)
0.5 kg

Densidad
espectral
inicial (S0)

0.01 g2/Hz
Constante, ruido

blanco Gaussiano

f ωn 672.9 Hz
Frecuencia de

resonancia

 Qm 5.7
Factor de calidad

mecánico

Tabla 2: Parámetros de simulación del REEM

En las figuras 17 y 18 se representan los resultados obtenidos de la simulación de
las ecuaciones desarrolladas previamente. En la figura 17, la potencia media se muestra en
función  de  la  resistencia  de  carga  para  diferentes  valores  del  producto  del  factor  de
transformación  al  cuadrado  por  el  factor  de  calidad.  Como puede  verse  a  medida  que
aumenta  este  producto  la  potencia  desarrollada  es  mayor,  además  todas  las  curvas
decrecen o tienden a cero con el aumento de la resistencia de carga. 
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                         Figura 17: Potencia generada en la resistencia de carga

El pico de las curvas pone en evidencia que existe un valor óptimo para RL el
cual  puede ser  obtenido analíticamente a partir  de maximizar  la  ecuación 60 derivando
respecto  de  la  resistencia  de  carga.  Por  lo  tanto  se  obtiene  a  partir  de  lo  anterior  un
parámetro de diseño importante del sistema recolector.

RLopt= √Rc
2
+

G2Qm RC

mωn

⇒ √R c
2
+

G2 RC

bm

                                                    (63)

Este valor  es  muy diferente del  que se obtiene si  se  considera  otra señal  de
entrada,  por  ejemplo,  si  se  supone una  señal  sinusoidal  en el  segundo  miembro de la
ecuación se obtiene:

            RLopt=RC+
G2

bm

                                                    (64)

De la comparación de las ecuaciones 63 y 64 queda claro que la elección de un
modelo para la señal de entrada es importante porque determina el valor de la resistencia de
carga RC lo que además condiciona la potencia que se obtiene en la salida.
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En la figura 18 se representan las curvas de la densidad espectral de la tensión en
la  resistencia  de  carga  en  función  de  la  frecuencia,  con  el  factor  de  transformación  al
cuadrado como parámetro. 

En  esta  gráfica  se  puede  observar  que  el  pico  se  encuentra  alrededor  de  la
frecuencia de resonancia. Esta característica de la presencia de un pico en un ancho de
banda alrededor de ωn permite pensar que este tipo de dispositivo funciona como un filtro
o sea que es posible definir un ancho de banda dentro del cual el sistema genera potencia.

Figura 18: Densidad espectral en función de la frecuencia
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6.4.- RECOLECTOR NO LINEAL (REEM – NO LINEAL)

En esta sección del trabajo se plantea un análisis teórico y matemático del sistema
electromagnético en el cual se considera que la fuerza que actúa o ejerce el resorte contiene
una componente de tipo  no lineal. En el planteamiento de las ecuaciones de movimiento
dado para el sistema esquematizado en la Figura 5, se consideró para el resorte que la
fuerza de restitución es una función no lineal de la posición. 

Por  lo  anterior  al  introducir  la  no  linealidad  en  el  sistema,  las  ecuaciones
matemáticas se ven levemente modificadas obteniendo una ecuación diferencial de tipo no
lineal,  por  tanto  se  hace  necesario  un  método  diferente  para  su  desarrollo  y  análisis
matemático. 

En  la  realidad  y  a  diferencia  del  caso  del  REEM  Lineal  del  capitulo  6.1,  la
naturaleza  de  todo  resorte  es  no  lineal  (aunque  sea  en  una  pequeña  medida).  Esta
consideración  no  es  casual  sino  que  muchos  sistemas  mecánicos  se  diseñan
deliberadamente no lineales. El anterior comportamiento genera el interés en los efectos y
consecuencias de la no linealidad en diferentes aplicaciones. 

En  particular  para  sistemas  mecánicos  sometidos  a  vibraciones  es  importante
visualizar la influencia de la parte no lineal en la solución de las ecuaciones.

En este contexto, en lugar de expresar el módulo de la fuerza elástica a partir de la
Ley de Hooke como F=kz donde k  representa la constante del resorte y z corresponde a la
compresión que sufre el  resorte como consecuencia del  movimiento de la  baldosa  (Ver
Figura 6); por tanto se considera ahora que la función de la fuerza F ( z ) es no lineal y como
F (0 )=0 en la posición de equilibrio  z=0 entonces es posible desarrollar  F ( z ) como una
serie de potencias de la forma:

F ( z )=−(kz+kα z2
+kη z3

+⋯ )                                          (66)

La  energía  potencial  acumulada  en  el  resorte,  responsable  que  el  sistema se
reinicie, es una función par con respecto a la posición, entonces la fuerza restauradora del
resorte F ( z ) deberá ser una función impar con respecto a la posición, o sea F ( z )=−F (−z ) y
para la ecuación 66 esto se obtiene considerando solamente los términos con exponente
impar.  Para la  mayoría de los resortes una buena aproximación es considerar  solo dos
términos de la ecuación 66, por lo tanto se considerará a la fuerza  F ( z ) expresada como:

                       F ( z )=−(kz+kη z3 )                                                  (67)

En un REEM no lineal con una fuerza de amortiguamiento lineal d ( ż)=bT ż y una
fuerza  de  elasticidad  no  lineal s( z)=kz+ηN ( z) ,  la  ecuación  general  analizada
previamente en la ecuación 66 y que describe el movimiento del recolector se compone de
la  fuerza  no  lineal  del  resorte s( z)=kz+ηN ( z) esta  comprendida  por  una  componente
rígida  lineal kz y  la  componente  rígida  no  lineal k ηN ( z) ,  resultando  en  la  siguiente
ecuación:

m z̈ + bT ż + [kz+ηkN (z)]=−m ÿ                                       (68)
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El factor de escala y η la función no lineal N (z ) representan la no linealidad
de la rigidez del REEM. 

Una fuerza elástica no lineal puede ser modelada para efectos de este trabajo y
con una aproximación muy cercana a través del  resorte de Duffing, el cual representa la
fuerza  elástica  no  lineal  por s (z )= kz + k η z3 .  Por  tanto  reemplazando s (z ) y
expresando  en  términos  de  la  frecuencia  natural  lineal ωn y  la  proporción  total  de
amortiguamiento ζT en la ecuación 66 se obtiene

z̈ + 2ζTωn ż + ωn
2
(z+η z3

)=− ÿ                                      (69)

Para una excitación de tipo aleatoria Gaussiano estacionaria con media cero, la
respuesta del  recolector  será del  mismo tipo.  La solución de la  ecuación 69 puede ser
obtenida a través de la linealización estadística [2]. 

En la ecuación 69 se tiene: ω2
n=k /m frecuencia natural del sistema y 2ζ T ωn=bT /m

donde ζ T  representa el coeficiente de amortiguamiento global del sistema. ÿ representa la
excitación del sistema. 

Para la excitación o señal de entrada, que se genera por las pisadas sobre la
baldosa, se consideró como un fenómeno aleatorio, estacionario, Gaussiano y con media
cero,  lo  que  genera  una  respuesta  o  salida  con  la  misma  característica  Gaussiana,
estacionaria y con media cero.

La  solución  de  la  ecuación  69 se  obtiene  a  partir  de  aplicar  “linealización
estadística”[3].  Este  método considera  reemplazar  el  término  no lineal  ω2

n ( z+η z3 ) por  la
expresión ω2

eq z y el coeficiente de amortiguamiento queda expresado como: ζ eqT=ζ T ωn /ωeq

entonces la ecuación 67 se convierte en una ecuación lineal de la forma:

z̈ + 2ζeqtωeq ż + ωeq
2 z=− ÿ                                          (70)

Para obtener una solución a la respuesta de este tipo de recolectores no lineales
es  necesario considerar el error entre una formulación lineal y una no lineal, dado por: 
    

e=ωn
2
( z+η z3

)−ωeq
2 z                                              (71)

este se obtiene a través del recolector no lineal equivalente y el recolector lineal equivalente,
error que debe ser minimizado por el valor de la frecuencia equivalente ωeq . La frecuencia
angular  equivalente  ωeq se  determina  minimizando  la  esperanza  estadística  del  error
cuadrático entre ambas soluciones,  obteniendo:
 

d

dωeq
2

E [e2
]=0                                                     (72)

Reemplazando la ecuación 71 en 72 se obtiene la expresión para la frecuencia equivalente
en términos de la desviación estándar σ z del desplazamiento relativo z(t )
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ωeq
2
=ωn

2 E[ z . z (1+η z2
)]

E [ z2
]

⇒ωn
2 E[ z . z (1+η z2

)]

σ z
2

                                            (73)

La ecuación 73 puede ser reducida a su mínima expresión, empleando el cálculo
de la frecuencia equivalente a través de la linealización estadística del recolector no lineal
con rigidez no lineal, obteniendo como resultado una representación mas simple de ωeq así:

ωeq
2
= ωn

2
(1+3ησ z

2
)                                               (74)

Teniendo  en  cuenta  que  la  excitación  aleatoria  de  ruido  blanco  Gaussiano
(movimiento de la baldosa) es aleatoria, la varianza del desplazamiento relativo esta dada
por:

σ z
2
=∫
−∞

∞

Sz(ω)dω=So∫
−∞

∞

|H (iω)|2 dω                                (75)

siendo H (iω) la  función de transferencia del  sistema.  Aplicando análisis  de  Fourier se
obtiene la siguiente expresión en el dominio de la frecuencia compleja.

H (iω)=
−1

−ω
2
+i 2ζeqT ωeq+ωeq

2
                                    (76)

En  orden  de  facilitar  los  cálculos  para  resolver  la  ecuación  76 se  tabula  esta
integral  para  ciertas  formas  de  la  función  de  transferencia H (iω) [1],  obteniendo  la
siguiente expresión:

σ z
2
=

πSo

2ζeqT ωeq
3 =

π So

2ζTωnωeq
2                                         (77)

A partir de la ecuación 73, la eliminación de la frecuencia equivalente ωeq de la
ecuación 76 da como resultado una ecuación cuadrática en términos de σ z

2 así:

3ησ z
4
+σ z

2
=σ zlim

2
=

πS0

2ζTωn
3                                         (78)

donde σ zlim es  la  desviación  del  desplazamiento  relativo  para  el  caso  lineal  donde  la
eficiencia η=0 .  Reemplazando  ζ eqT=ζ T ωn /ωeq y la  ecuación 74 en la  77 se obtiene la
siguiente expresión:

σ z
2
=
√1+12ησ zlim

2
−1

6η
                                             (79)

reemplazando la ecuación 79 en 74 se obtiene la frecuencia equivalente ωeq
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ωeq
2
= ωn

2[1+ √1+12ησ zlim
2
−1

2 ]                                        (80)

la cual minimiza el error e . En la ecuación 79 y 80 σ 2
zlin representa la desviación estándar

para el recolector lineal o sea con η=0. 

Definiendo  un  factor  de  transformación G entre  el  dominio  mecánico  y
eléctrico[4] se obtiene la función de transferencia para la tensión en la carga, por tanto a
partir de las ecuaciones 46 y 70 se obtiene

1
G

RL+RC

RL
[ d

dt
V L (t)+2ζeqtωeq V L(t )+ωeq

2 ∫V L (t)dt ]=− ÿ (t)                  (81)

Esta ecuación a través de análisis de Fourier permite obtener la respuesta en el
dominio de la frecuencia del recolector

H v (iω) =
RL

RL+RC

G
−iω

−ω
2
+ i 2ζeqtωeqω + ωeq

2 =
RL

RL+RC

G ω

(ωeq
2
−ω

2
)i−2ζeqtωeqω

 (82)

Donde  RL y  RC representan la  resistencia de carga (conectada a la  salida  del
sistema) y la resistencia de la bobina respectivamente. Además ζ eqT se determina como la
suma de un factor de amortiguamiento eléctrico y otro mecánico entonces:

ζ eqT=
1

2Qm⏟
ζ m

+
G2

2m ωn (RL+Rc )⏟
ζ e

                                             (83)

Por lo tanto la densidad espectral de la tensión en la carga se calcula como: 

SVL (ω )=|HV (iω )|
2
SA (ω)                                                (84)

Cuando la excitación es del tipo ruido blanco Gaussiano  SA (ω )=S0,  la densidad
espectral de la tensión en la carga esta dada por 

SVL(ω)=(
RL

RL+RC
)

2

G2 S0

(
ω

ωeq
2 )

2

[1−( ωωeq )
2

]
2

+[2ζeqt (
ω
ωeq ) ]

2
                              

=(
RL

RL+RC
)

2

G2 S0

(
ω

ωeq
2 )

2

[1−( ωωeq )
2

]
2

+[( ωn
ωeq )( 1

Qm

+
G2

mωn(RL+RC) )(
ω
ωeq )]

2
           (85)
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en la  ecuación  85 m corresponde a  la  masa de la  baldosa,  Qm es  el  factor  de calidad
mecánico y ωn es la frecuencia natural de oscilación (sin considerar la parte no lineal). 

La ecuación 85 permite obtener la densidad espectral de la potencia entregada a
la carga

SPL(ω)=
RL

(RL+RC)
2 G2 S0

(
ω

ωeq
2 )

2

[1−( ωωeq )
2

]
2

+[2ζeqt (
ω
ωeq )]

2

=
RL

(RL+RC)
2 G2 S0

(
ω

ωeq
2 )

2

[1−( ωωeq )
2

]
2

+[( ωn
ωeq )( 1

Qm

+
G2

mωn(RL+RC)) (
ω
ωeq )]

2

            (86)

Igualmente integrando la ecuación 85 es posible calcular el valor medio de la tensión en la
resistencia de carga. Por lo tanto:

V L
2
=∫
−∞

∞

SVL (ω )dω=(
RL

RL+RC
)G2 S0∫

−∞

∞

|H (iω )|
2
dω                        (87)

Aplicando [1] se obtiene la potencia promedio entregada a la carga expresada en función de
la relación del amortiguamiento total equivalente y la frecuencia equivalente, dado por la
siguiente expresión:

PL=
S0

RL
(

RL

RL+RC
)

2

G2 π
2 ζ eqT ωeq

                                      (88)

La  ecuación  88 completa  la  descripción  total  del  sistema.  Esta  ecuación  se
relaciona con la frecuencia natural de resonancia a partir de la ecuación 74 la cual también
depende del factor de escala η que define la no linealidad del sistema.

Finalmente  para  la  simulación  de  un  REEM-  No  lineal,  las  dimensiones  y
parámetros se encuentran establecidos en la tabla 3. A partir de algunos valores típicos de
las principales variables involucradas en las ecuaciones deducidas previamente, se procedió
a determinar el comportamiento del sistema en función de la frecuencia. 

Las variables empleadas para determinar los resultados de manera gráfica son
relacionados  a  continuación,  son  valores  estimativos  y  constituyen  una  primera
aproximación para el diseño final de un prototipo.
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Variable Valor Observación

Factor de escala 5 m-2 Parámetro de diseño,
puede ser modificado

Masa de la baldosa 0.00428 kg

Densidad espectral de
entrada

S0=0.0001 g2/Hz (*)
Es el valor más bajo

considerado

Factor de calidad 
Mecánico

Qm =150
Pérdida de energía por

oscilación

Constante del Resorte K= 427 Nm Valor 

Resistencia de la 
Bobina

RC=10.1 Ω

Resistencia de Carga RL=100 Ω

Factor de 
transformación

G = 0,057 Tm
Mínimo. Se consideró
además otros valores

    
(*) representa las unidades de g (aceleración de la gravedad) – Ver tabla 4 . Abreviaturas.

Tabla 3: Parámetros de simulación del REEM-No lineal

A partir  de  la  simulación elaborada en SCILab se genera la  figura  19,  la  cual
demuestra la  ecuación 85 en función de la frecuencia angular. Estas diferentes curvas se
encuentran parametrizadas en función de la frecuencia o señal de entrada al sistema. Todas
las  curvas  se  encuentran  centradas  alrededor  de  la  frecuencia  natural  del  sistema
ωn∼315 Hz y  lo  mismo sucede  con la  figura  20  cuando se tiene en  cuenta  una  mayor
frecuencia de la señal de entrada.

Figura 19: Densidad espectral de la tensión (SVL) en la resistencia de carga para una señal
de entrada S0 baja.

Maestría en Energías Renovables – UNSa 2019 
43                                                                                                                                    



Figura 20: Densidad espectral de la tensión (SVL) en la resistencia de carga para una señal
de entrada S0 altos.

A partir de los resultados obtenidos en las figuras 19 y 20, el comportamiento del
sistema es  en principio  independiente  del  parámetro  η el  cual  es  responsable  de la  no
linealidad del sistema a partir de lo propuesto en la ecuación 67. A partir de las ecuaciones
74 o 80 las frecuencias toman valores semejantes o sea ωn ≈ ωeq y el factor de escala influye
poco en el resultado final. 

Por otra parte la figura 21 muestra la potencia entregada por el sistema en función
de la resistencia de carga. Estas curvas al igual que las densidades espectrales a diferentes
frecuencias, se encuentran parametrizadas con respecto al factor de transformación G2 . 

En la figura generada por la simulación se pueden observar diversos y posibles
valores  de RL .Los  valores  de  potencia  media  expresados  en  watts,  son  los  valores
generados por cada bobina, por lo que cada baldosa podría producir aproximadamente 2
mW. Entonces si el dispositivo es instalado en lugares donde la frecuencia de entrada sea
alta colocando varias baldosas, puede obtenerse suficiente energía para iluminación (LED) o
cualquier otra aplicación de bajo consumo. 
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Figura 21: Potencia entregada por el sistema en función de RL
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7.- DIAGRAMAS DE FLUJO Y CÓDIGO FUENTE

La  elaboración  de  todo  el  código  de  desarrollo  y  simulación  del  diseño  del
dispositivo se escribió  a través de Scilab  a través de la  cual  se  empleo el  lenguaje  de
programación C++. En general y de acuerdo al desarrollo matemático de los capítulos 4, 5 y
6 se realiza el ingreso de datos y de todas las variables necesarias para el calculo de la
potencia media y/o la densidad espectral de la tensión en la resistencia de carga.

Los datos de entrada necesarios corresponden a la  masa de la  baldosa  m,  la
constante  del  resorte  k,  la  resistencia  ohmica de la  bobina  o  inductor  con  el  cual  esta
construido (Ω), Qm como factor de calidad mecánico del sistema y la densidad espectral de

entrada (ruido blanco) representado por S0. 

Es importante tener presente que las unidades de estas variables se encuentran
trazadas al Sistema Internacional de Unidades – SI.

Los datos de entrada componen los valores iniciales para el calculo de las demás
y elaboración de gráficos de potencia y densidades espectrales. Como cálculos preliminares
de la potencia media es necesario obtener la frecuencia de resonancia del sistema ωn ,
haciendo  uso  de  la  constante  del  resorte  y  la  masa  de  la  baldosa.  Posteriormente  se
procede a calcular  la potencia media en la carga PL para continuar con la gráfica de la
misma.

Flujograma 1: Diagrama de flujo de operación del código de desarrollo del dispositivo
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Como se puede observar en el flujograma 1, el programa realiza otro calculo de manera
simultanea y corresponde a la densidad espectral del voltaje en la resistencia de carga SVL y
finalmente gráfica el resultado en función de la frecuencia angular.

7.1 Programa REEM - Lineal

A continuación se presenta el log de programación en Scilab para el calculo de las variables
de potencia media y densidad espectral.

//********************************************************************************************************
******
//*                                              DATOS DE ENTRADA                                              *
//********************************************************************************************************
******

// ¡¡¡¡¡¡¡¡todas las unidades deben estar expresadas en el Sistema Internacional!!!!!!!

m=0.5;        // masa de la baldosa - (kg)
k=226400;     // constante del resorte - (N/m)
RC=7.5;       // resistencia de la bobina - (ohms)
Qm=5.7;       // factor de calidad mecanico - adimensional
S0=0.01;      // densidad espectral entrada - ruido blanco - (g^2/Hz)

//********************************************************************************************************
******
//*                                        CALCULO DE LA POTENCIA MEDIA                                        *
//********************************************************************************************************
******

wn=sqrt(k/m);        // frecuencia  de resonancia - (Hz)
RL=0:0.2:200;        // resistencia de carga - (ohms)
G=[0.4188539    1.3245324    4.1885391    9.3658581    11.470787    13.245324];      // factor
de transformacion - (T m)
G2=G.^2;
G2Qm=G2*Qm;

// PL = Potencia desarrollada en la carga RL

PL=zeros(length(G2Qm),length(RL)); 
for j=1:length(G2Qm)
      result1=(m*%pi*S0*(RL./(RL+RC)).^2).*((1)./(m*wn*(RL+RC)))*G2Qm(j);
      PL(j,:)=result1;
end

//********************************************************************************************************
******
//*                                      GRÁFICA DE LA POTENCIA MEDIA                                          *
//********************************************************************************************************
******

show_window(0);
plot(RL',PL')
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xtitle("potencia media","RL (ohms)","PL (Watts)")
format('v',9)
leyenda1=["G^2*Qm="+string(G2Qm(1))+" T^2 m^2","G^2*Qm="+string(G2Qm(2))+" T^2 
m^2","G^2*Qm="+string(G2Qm(3))+" T^2 m^2","G^2*Qm="+string(G2Qm(4))+" T^2 
m^2","G^2*Qm="+string(G2Qm(5))+" T^2 m^2","G^2*Qm="+string(G2Qm(6))+" T^2 m^2"]
//leyenda1=["G2Qm=1" "G2Qm=10" "G2Qm=100" "G2Qm=500" "G2Qm=750" 
"G2Qm=1000"];
hl=legend(leyenda1,"by_coordinates");

//********************************************************************************************************
******
//*                  CALCULO DE LA DENSIDAD ESPECTRAL DE LA TENSION EN LA 
RESISTENCIA DE CARGA                 *
//********************************************************************************************************
******

inc=2*wn/1000;
w=0:inc:(2*wn);
A0=w/wn;
B0=RL+RC;
SVL=zeros(length(G2),length(w));

//SVL = densidad espectral de la tension en la resistencia de carga

for i=1:length(G2)
    A1=S0*G2(i)*(A0/wn).^2;
    result2=((RL./B0).^2).*(A1./((1-A0.^2).^2+A0.*(1/Qm+(1)./(m*wn*B0))));
    SVL(i,:)=result2;
end

//********************************************************************************************************
******
//*                            GRAFICA DE LA DENSIDAD ESPECTRAL DE LA TENSION EN LA 
CARGA                      *
//********************************************************************************************************
******

show_window(1);
SVL1=SVL(3:6,:); 
plot(w',SVL1')
xtitle("densidad espectral de la tensión en la carga","frecuencia angular (Hz)","SVL 
(V^2/Hz)")
leyenda2=["G^2="+string(G2(3))+" T^2", "G^2="+string(G2(4))+" T^2","G^2="+string(G2(5))+"
T^2","G^2="+string(G2(6))+" T^2"];
hl=legend(leyenda2,"by_coordinates");

//********************************************************************************************************
******
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7.2 Programa REEM – No Lineal

//************************************************
//************   DATOS DE ENTRADA   **************
//************************************************

eta=5;  //factor de escala
Qm=150;   //factor de calidad mecánico
//m=0.93   //masa
m=0.00428;
k=427;    //constante del resorte
RC=10.1;    //resistencia de la bobina
RL=100;        //resistencia de carga
S0=[0.0001,0.0002,0.0003,0.0004];   //excitacion
G=[0.057    0.182    0.577    1.825];   //factor de transformacion

w=270:0.1:350;

SVL=zeros(4,length(w));
SVL1=zeros(4,length(w));

//**********************************************************************************
//*                           PRIMEROS CALCULOS                                    *
//**********************************************************************************
wn=sqrt(k/m);                 //frecuencia natural
psim=1/(2*Qm);                //amortiguamiento mecanico
G2=G.^2;
psie=G2./(2*wn*(RL+RC));       //amortiguamiento electrico
R=RL/(RL+RC);
psiT=psim+psie;
sigma2zlin=%pi*S0./(2*psiT*wn^3);
weq=wn*sqrt(1+(sqrt(1+12*eta*sigma2zlin)-1)/(2));
psieqT= (wn/weq)'.*psiT;

//**********************************************************************************
//*                 DENSIDAD ESPECTRAL DE LA TENSION EN LA CARGA                   *
//**********************************************************************************
for j=1:4
    for l=1:length(w)
 
        F0=w(l)/weq(j)
        F1=F0/weq(j)
        F2=F1^2
        F3=R^2*G2(j)*S0(j)
        F4=(1-F0^2)^2
        F5=(1/Qm)+(G2(j)/(m*wn*(RL+RC)))

        SVL(j,l)=F3*F2/(F4+(F0*F5)^2)
     end
     
end
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//**********************************************************************************
//*                       POTENCIA DESARROLLADA EN LA CARGA                        *
//**********************************************************************************

RL1=0.2:0.2:200;
for k=1:4
    for p=1:length(RL1)   
        PL(k,p)= ((((RL1(p)/(RL1(p)+RC))^2)/RL1(p))*S0(k)*G2(k)*%pi)/(2*psieqT(k).*weq(k))
    end
end

//**********************************************************************************
//*                         DENSIDAD ESPECTRAL BAJO S0                             *
//**********************************************************************************

show_window(0);

//SVL1=SVL(1,:);

plot(w',SVL')
xtitle("densidad  espectral  de  la  tensión  en  la  resistencia  de  carga  (baja  frecuencia  de
entrada)","frecuencia angular","densidad espectral tension en RL")
leyenda1=["S0=0.0001 g^2/rad/s", "S0=0.0002 g^2/rad/s","S0=0.0003 g^2/rad/s","S0=0.0004
g^2/rad/s"]
hl=legend(leyenda1,"by_coordinates")

//**********************************************************************************

show_window(1);
plot(RL1',PL')
format('v',9)
xtitle("potencia media","RL (ohms)","PL (Watts)")
leyenda2=["G^2=0.0032  T^2  m^2","G^2=0.0331  T^2  m^2","G^2=0.3329  T^2
m^2","G^2=3.3306 T^2 m^2"]
hl=legend(leyenda2,"by_coordinates")

//**********************************************************************************
//*                       DENSIDAD ESPECTRAL ALTO S0                               *
//**********************************************************************************

show_window(2);
S0=[0.005,0.015,0.03,0.05];   //excitacion
//S0=[0.0001,0.0002,0.0003,0.0004];
sigma2zlin=%pi*S0./(2*psiT*wn^3);
weq=wn*sqrt(1+(sqrt(1+12*eta*sigma2zlin)-1)/(2));
psieqT= (wn/weq)'.*psiT;

for j=1:4
    for l=1:length(w)
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        F0=w(l)/weq(j)
        F1=F0/weq(j)
        F2=F1^2
        F3=R^2*G2(j)*S0(j)
        F4=(1-F0^2)^2
        F5=(1/Qm)+(G2(j)/(m*wn*(RL+RC)))

        SVL1(j,l)=F3*F2/(F4+(F0*F5)^2)
     end
     
end
plot(w',SVL1')
xtitle("densidad  espectral  de  la  tensión  en  la  resistencia  de  carga  (alta  frecuencia  de
entrada)","frecuencia angular","densidad espectral tension en RL")
leyenda1=["S0=0.005  g^2/rad/s",  "S0=0.015  g^2/rad/s","S0=0.03  g^2/rad/s","S0=0.05
g^2/rad/s"]
hl=legend(leyenda1,"by_coordinates")

//**********************************************************************************
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8.- CONCLUSIONES

En el presente trabajo se desarrollaron y resolvieron las principales ecuaciones
que permiten obtener y simular recolectores de energía de tipo lineal y no lineal excitados o
con señales de entrada que corresponden a vibraciones aleatorias, dispositivo que tiene por
objetivo la recolección de la energía cinética de los pasos de los transeúntes y a partir de
este proceso la generación de energía eléctrica a pequeña escala. 

Este tipo  de recolectores  ve modificado su comportamiento cuando se analiza
valores la señal de entrada altos, lo que también se aprecia en las gráficas de potencia
entregada en la resistencia de carga, y específicamente para el recolector de tipo no lineal.
En vista de lo anterior, la nueva disposición corresponde a sumarle a lo realizado (recolector
lineal) un nuevo parámetro de no linealidad en el factor de amortiguamiento del sistema. Es
posible que se obtengan resultados más refinados y mucho más cercanos a la realidad. 

En estos recolectores se denota la importancia de los parámetros de diseño de los
recolectores tales como el factor de calidad mecánico y el factor de transformación; y su
incidencia en la potencia generada, la tensión en la carga y la densidad espectral de la
tensión en la carga como se evidencia en las figuras 17 y 21. 

Si  bien  en  las  ecuaciones  desarrolladas  se  han  introducido  algunas
simplificaciones  para  facilitar  su  comprensión,  estas  a  su  vez  permitieron  resolver
analíticamente el sistema que comprende el recolector. En esencia el desarrollo matemático
ha respetado la física propia del problema y por lo tanto los resultados obtenidos puede
considerarse como una primera aproximación para el diseño de este tipo de recolectores de
energía en latinoamerica.

En relación a los diferentes tipos de recolectores y para el estudio de este tipo de
dispositivos, es necesario mencionar que se ha presentado una alternativa diferente para la
obtención  de  energía  a  partir  de  utilizar  un  sistema muy  simple  como el  descripto.  Se
pretende, para trabajos futuros, introducir algunas correcciones a lo realizado. De acuerdo a
lo explicado anteriormente es necesario establecer correctamente un modelo estadístico que
permita simular las posibles pisadas sobre el dispositivo. 

La energía generada o almacenada en el  recolector  podrá ser empleada para
alimentar cargas cercanas que no requieran un robusto sistema de distribución, entre las
cuales se encuentran: torniquetes, iluminación LED, vallas publicitarias, sonido, wifi y otro
tipo de instrumentos electrónicos de baja potencia. La tensión y potencia generados por este
tipo de recolectores es comparable a otros recolectores desarrollados, los cuales requieren
procesos de fabricación mas complejos o desarrollados tecnológicamente. 

A partir de los resultados de generación de potencia observados en las figuras 17
y 21, la generación de potencia es del orden de 8 [mW] y 2 [mW] para el recolector lineal y
no lineal respectivamente. En principio se consideraría un resultado muy bajo o residual,
pero sin embargo la distribución del sistema a través de la ubicación de muchas baldosas en
diferentes lugares de alta afluencia pública, los valores de potencia pueden ser importantes
y suficientes para garantizar el auto-consumo de pequeñas cargas en ubicaciones cercanas.

Por  otra  parte  es  interesante  considerar  en  este  tipo  de  recolectores
electromagnéticos,  su  costo  que si  bien no es  parte del  análisis  de este trabajo  puede
demostrar  una  inversión  inferior  comparado  con  recolectores  de  tipo  piezoeléctrico,  los
cuales son elaborados a partir de cristales de cuarzo (Si-O2) y requieren un procesamiento
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industrial de los mismos para adaptarlos a la aplicación requerida o en este caso elaborarlos
para la generación de energía.

Lo  anterior  puede  observarse  a  través  de  la  revisión  de  proveedores  de
componentes piezoeléctricos, y sus respectivos costos, lo cual sugiere que cada equipo o
recolector electromagnético es sencillamente mas barato comparado con otros sistemas de
recolección de energía16.

Por ultimo los resultados de las simulaciones para REEM - No Lineal evidencian
que la respuesta del recolector no solo dependen de la densidad espectral de la aceleración
base sino también de la desviación estándar de la velocidad y el desplazamiento relativos .
Además se evidencia que bajo niveles bajos de excitación aleatoria, la contribución de los
componentes es despreciable, la elasticidad y amortiguamiento lineales fueron dominantes.  

Sin embargo cuando los recolectores son expuestos a altos niveles de excitación
aleatoria para invocar los efectos de la contribución no lineal, los resultados de la simulación
evidencian que no solo que el valor máximo de la tensión en la carga se incrementa sino
que  la  frecuencia  de  resonancia  de  la  densidad  espectral  se  desplaza  hacia  altas
frecuencias. Este desplazamiento en la frecuencia central es atribuido al incremento de la
elasticidad. 

Este desplazamiento sin embargo se vuelve menos significativo para recolectores
con  amortiguamiento  no  lineal,  dado  que  el  amortiguamiento  no  lineal  contribuye
inversamente a la frecuencia de resonancia. Además anchos de banda ligeramente mas
amplios son obtenidos en un régimen no lineal comparados con uno de régimen lineal.

Como aplicación, se pretende a futuro desarrollar algoritmos que permitan diseñar
este tipo de mecanismos, los cuales en principio son fáciles de construir e implementar en
lugares públicos (alto tránsito de personas).

16 https://articulo.mercadolibre.com.co/MCO-473914390-piezoelectricidad-analogico-
ceramica-piezo-sensor-de-_JM
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