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Proélogo

Es intencion de los autores que este libro sirva ya sea para que los
lectores aprendan Geometria Fuclidiana en el sistema axiomatico por
ellos elegido o para que desarrollen y pongan a prueba sus habilidades
deductivas. Su método consiste en presentar directamente algunas de
las deducciones y dejar otras como ejercicios. Los autores no sélo
han elegido los axiomas, sino también una sucesion finita de teoremas
importantes.

Muchos textos de geometria presentan deducciones cuidadosamen-
te elaboradas y dejan también otras como ejercicios. Este libro se des-
taca entre ellos por dos motivos que considero muy positivos: a) dan
pruebas guiadas, muy cuidadosas, de los ejercicios, b) indican el uso
de GeoGebra para realizar ilustraciones. Por si hay lectores que, como
yo, no han usado todavia el GeoGebra aqui va un poco de historia.

Para plantear, estudiar o resolver situaciones geométricas, es usual
realizar ilustraciones. Si s6lo se hacen con papel y lapiz, la cantidad
de ilustraciones realizadas para una misma situacion, puede ser muy
grande. Y habra que volver a repetir cuidadosamente algunos de los
dibujos para comunicar los resultados y posibilitar la revision de los
mismos por otros.

A comienzo de los 80, se empez6 a trabajar en Francia en la pro-
duccién de graficos dindmicos usando ordenadores. En 1989 ya estaba
disponible, en el mercado educativo francés, el Cabri-Géometre. Y ra-
pidamente, se hizo conocido y usado en muchos otros paises.

En 2002 apareci6 en Austria el programa GeoGebra que se usa en
esta obra. Podemos decir que éste es una mejora, en varios aspectos,
del Cabri-Géometre. Algunas de sus principales caracteristicas estan



descriptas en la introduccién de este libro.

Conozco a los autores desde hace muchos anos y valoro muy po-
sitivamente su dedicacion y eficacia en el estudio de problemas geo-
métricos. Personalmente, difiero en el tratamiento axioméatico de las
congruencias, pero estoy de acuerdo con ellos en que los métodos indi-
cados en este libro pueden ser aplicados a otros sistemas axioméaticos.

Dolores Alia Aponte de Saravia
Profesora Emérita

Universidad Nacional de Salta



Introduccion

Este libro esta pensado para docentes y estudiantes avanzados en
Matematica interesados en destacar las habilidades que se derivan del
estudio de la geometria y para todos los aficionados por el desarrollo
del pensamiento logico y la argumentacién. El material que ofrecemos
aqui es una concatenacion de pruebas guiadas que permiten al lector
avanzar en el fascinante camino de las deducciones logicas.

Los prerrequisitos conceptuales que se requieren son pocos, pero
debido a que tratamos con sistemas axiomaticos, contamos con los
conocimientos que, en alguna medida, el lector tiene sobre los con-
ceptos de deduccion y demostracion. En este sentido, tomamos como
deduccion, a partir de un conjunto de hipétesis o suposiciones, a un
enunciado o a una sucesion de enunciados que pueden ser algunos de
los axiomas que enunciamos mas abajo, a las suposiciones que haga-
mos en el momento o enunciados surgidos por modus ponens a partir
de pasos anteriores. Ejemplifiquemos esto tltimo:

Ejemplo 1. Fijemos como el conjunto de axiomas:

1. Cualesquiera que sean los puntos A, B, existe una recta a que
pasa por los puntos A, B.

2. Cualesquiera que sean dos puntos diferentes A, B, existe a lo
sumo una recta que pasa por los puntos A, B.

3. En cada recta hay al menos dos puntos.

y sea el conjunto de suposiciones A ={Existen dos puntos distintos
Ay B}. Las siguientes serian deducciones a partir de este conjunto
de suposiciones o hipotesis:



1. Existen dos puntos distintos A y B. (Esta, al ser un elemento

del propio conjunto de suposiciones, es una deducciéon a partir
de A).

2. Cualesquiera que sean dos puntos diferentes A, B, existe a lo
sumo una recta que pasa por los puntos A, B. (Esta, al ser un
axioma, es una deduccion a partir de A).

3. Existe una recta. (Este enunciado no es ni una suposicion ni un
axioma pero puede mostrarse que es una deduccién a partir de
A). Por ejemplo:

a) Existen dos puntos distintos A y B (Suposicion).

b) Cualesquiera que sean los puntos A, B, existe una recta a
que pasa por los puntos A, B. (Axioma).

c¢) Existe una recta a. (Inferencia logica).

Cuando el conjunto de las hipdtesis es vacio a la deduccion la
llamamos demostracion y al ultimo paso, teorema. También, todos
los pasos de una demostraciéon son teoremas, incluso todo axioma
es un teorema, cuya demostracion puede constar de un tnico paso.
Usaremos como sinénimos de demostracion las palabras prueba, jus-
tificacion, etc.

En la practica real, seguiremos llamando deduccion o demostra-
cion a sucesiones que contengan, ademads, teoremas del calculo de
proposiciones o silogismos. Para mas detalles ver [Margaris, 1990].

Ejemplo 2. Supongamos que deseamos demostrar que por dos puntos
A y B diferentes pasa una unica recta, es decir, deseamos encontrar
una sucesion de pasos cuyo ultimo paso sea por dos puntos A y B
(diferentes) pasa una tinica recta. Una demostracion puede ser:

1. Cualesquiera que sean los puntos A, B, (no necesariamente dis-
tintos) existe una recta a que pasa por los puntos A, B.

2. Cualesquiera que sean dos puntos diferentes A, B, existe a lo
sumo una recta que pasa por los puntos A, B.



3. Cualesquiera que sean los puntos A, B, existe una recta a que
pasa por ellos y cualesquiera que sean dos puntos diferentes
A, B, existe a lo sumo una recta que pasa por los puntos A, B.

El dltimo item es, por supuesto, a lo que queriamos llegar. Note que
usamos un silogismo llamado conjuncion.

Sin responder totalmente a la formalidad que exige la logica, acep-
taremos que en una deduccion aparezcan directamente teoremas de
la teoria que estamos tratando que es la teoria de la Geometria Eu-
clidiana o de otras.

Para el ordenamiento de los conceptos de este texto usamos princi-
palmente el libro [Efimov, 1984]. En el capitulo referido a la continui-
dad hay secciones como el de la circunferencia o de las construcciones
con regla y compas, donde se prefiere la exposicion de [Ivorra, 2016].
El tratamiento de la geometria en nuestro &mbito académico es ligera-
mente distinto al que estamos exponiendo en este texto. Sin embargo,
nuestra intencién es dejar de manifiesto que ambos tienen muchos
puntos de contacto. Como referencia del otro procedimiento tenemos
el libro de [Alia Aponte de Saravia, 2007].

Una de las caracteristicas de este libro es que la gran mayoria de
los ejercicios guiados es asistido con GeoGebra, pues consideramos
que este software:

= [s libre y gratuito.
= Es muy conocido en el medio educativo local.

» FEsta disenado para apoyar la ensenanza de la Matematica en
varias ramas, como por ejemplo, Geometria, Algebra, Calculo,
y Estadistica.

= Permite crear graficos dinamicos, es decir, que pueden modifi-
carse de acuerdo a la variacion de las condiciones iniciales de la
construccion.

s Es facil exportar las hojas de GeoGebra para ponerlas a dis-
posicion de la comunidad educativa de Matematica o de otras
disciplinas afines.



Para mas detalles puede visitarse la pagina en espanol
https: / /www.geogebra.org/?lang—es.

Por tltimo, destacamos que de manera singular se desarrollan teo-
remas importantes de la Geometria Euclidiana a través de ejercicios
guiados, separados en pasos deductivos acompanados de un dibujo,
lo que genera un trabajo dindmico y, en nuestra opinion, lleva a un
mejor entendimiento de los conceptos que abordamos y a fortalecer
el pensamiento abstracto.


https://www.geogebra.org/?lang=es
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Capitulo 1

Incidencia

Tratamos con un predicado que relaciona puntos con rectas y con
otro que relaciona puntos con planos. En ambos casos decimos que
un punto estd en o pertenece a una recta o un plano y es sinénimo de
que la recta o el plano pasa por el punto. También usamos expresiones
como: dos rectas se cortan para abreviar que existe un tnico punto
que pasa por cada una de ellas. Usamos estos términos con bajo rigor
en relacion al lenguaje de la Logica, pues por el momento no estamos
interesados en estos detalles. También decimos que los puntos estdn
alineados como sinénimo de que estdn sobre una misma recta o que
son colineales; y que son coplanares para decir que estdn sobre un
mismo plano.

1.1. Axiomas de incidencia

I 1 Cualesquiera que sean los puntos A, BD existe una recta a que
pasa por los puntos A, B.

I 2 Cualesquiera que sean dos puntos diferentes A, B, existe a lo
sumo una recta que pasa por los puntos A, B.

INo necesariamente distintos.



CAPITULO 1. INCIDENCIA

Figura 1.1.1: Axioma 1 de incidencia

Figura 1.1.2: Axioma 2 de incidencia

I 3 En cada recta hay al menos dos puntos. Existen al menos tres
puntos que no pertenecen a una misma recta.

Figura 1.1.3: Axioma 3 de incidencia

I 4 Cualquiera que sean los puntos A, B,C, que no pertenecen a

2



1.1. AXIOMAS DE INCIDENCIA

una misma recta, existe un plano que pasa por cada uno de los
puntos A, B, C. En cada plano hay al menos un punto.

Figura 1.1.4: Axioma 4 de incidencia

I 5 Cualquiera que sean tres puntos A, B,C' que no pertenecen a
una misma recta, existe a lo sumo un plano que pasa por cada
uno de los tres puntos A, B, C.

— .,

Figura 1.1.5: Axioma 5 de incidencia
I 6 Si dos puntos A, B de la recta a pertenecen al plano «, cada
punto de la recta a pertenece al plano a.

I 7 Si dos planos «, § tienen un punto comin A, tienen al menos
otro punto comun B.

I 8 Existen al menos cuatro puntos que no pertenecen a un mismo
plano.
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Figura 1.1.6: Axioma 6 de incidencia

Figura 1.1.7: Axioma 7 de incidencia

Figura 1.1.8: Axioma 8 de incidencia

Observacion 3. Usando los primeros dos axiomas queda claro que por
dos puntos Ay B (diferentes)ﬂ pasa un tnica recta, la llamamos AB.

2Cuando usamos la expresion dos puntos nos referimos a que deben ser dife-
rentes. Es decir, cuando indicamos la cantidad de elementos entendemos que son
distintos. A veces, utilizamos la palabra “diferentes” para resaltar por redundan-

cia.



1.2. CONSECUENCIAS DE LOS AXIOMAS

1.2. Consecuencias de los axiomas de inci-
dencia

Ejercicio 4. Pruebe que dos rectas diferentes tienen a lo sumo un
punto en comin (sugerencia: suponga que las rectas r y s tienen dos
puntos diferentes en comun).

Ejercicio 5. Pruebe que todo punto esta sobre una recta (sugerencia:

revise el axioma | I 1f).

Teorema 6. Toda recta estd sobre un plano.

Ejercicio 7. Pruebe el teorema [6] siguiendo los pasos a continuacion.

1. Abra una hoja de GeoGebra. Elija vista 3D. Oculte el plano xy
v los ejes cartesianos.

2. Pruebe que sobre una recta a cualquiera existen al menos dos
puntos A y B. Dibujelos.

3. Pruebe que hay un punto C' que no esta sobre a. Dibuje a C.
4. Pruebe que A, B y C no estan sobre una misma recta.

5. Pruebe que A, B y C estan sobre un plano a. Dibuje a «.

6. Pruebe que a pasa por a.

7. Concluya la prueba.

Ejercicio 8. Pruebe que todo punto esté sobre un plano (sugerencia:
use el axioma y el teorema @

Teorema 9. Si dos planos tienen un punto en comin, entonces tienen
una unica recta en comun.

Ejercicio 10. Pruebe el teorema[J|siguiendo los pasos a continuacion.

1. Abra una hoja de GeoGebra. Elija vista 3D. Oculte el plano zy
y los ejes cartesianos.
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2. Dibuje cinco puntos A, B, C, D y E no alineados de a tres.
3. Trace el plano « = ABC (que pasa por A, By C).

4. Arrastre los puntos D y E fuera de a. (Haga click sobre los pun-
tos hasta que se seleccione la flecha para movimiento horizontal
o vertical).

5. Trace el plano = ADFE.

6. Pruebe que hay otro punto F distinto de A en el corte de los
planos a y f.

7. Pruebe que existe una tnica recta c que pasa por Ay F. Dibuje
a ¢ como interseccion de superficies y a F' sobre c.

8. Pruebe que la recta ¢ pasa tanto por « como por f3.

9. Concluya la prueba.

Ejercicio 11. Pruebe que un plano y una recta que no le pertenece
tienen a lo sumo un punto en comun.

Teorema 12. Por una recta y un punto que no le pertenece o por
dos rectas con un unico punto en comun, pasa un unico plano, que
contiene a estas rectas y estos puntos.

Ejercicio 13. Pruebe el teorema |12] (sugerencia: muestre en los dos
casos que existen tres puntos no alineados y luego use los axiomas [ ]]

[ [L3]y[LG).

Definicién 14. Dos rectas son secantes si se cortan en un tnico
punto. Dos rectas son alabeadas si no existe un plano que las contenga.

Proposicion 15. St A, B y C' no estin alineados entonces son tres
puntos distintos. Si A, B, C' y D no son coplanares, entonces son
cuatro puntos distintos, ademds no hay tres de ellos alineados.
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Figura 1.2.1: Rectas alabeadas

Ejercicio 16. Pruebe la proposicion (sugerencia: considere los
axiomas [T 1, [T 2} [T 4 y [T 5).

Teorema 17. Cada plano contiene al menos tres puntos no alineados
y tres rectas.

Ejercicio 18. Pruebe el teorema [L7] siguiendo los pasos a continua-
ciom.

1. Abra una hoja de GeoGebra. Elija vista 3D. Oculte el plano zy
y los ejes cartesianos.

2. Dibuje un plano o = ABC.
Oculte A, By C.

- W

Pruebe que existe un punto D sobre a. Dibuje a D.

5. Pruebe que existe un punto £ fuera de «. Dibuje a E sobre a,
libérelo y arréastrelo fuera de «.

7



CAPITULO 1. INCIDENCIA

Figura 1.2.2: Cada plano contiene al menos 3 puntos no alineados y
3 rectas

6.
7.

10.

11.

12.

13.

Pruebe que existe una tnica recta a = DFE. Dibuje a a.

Pruebe que existe un punto F' que no pertenece a a. Dibuje a
F sobre a, libérelo y arrastrelo fuera de a.

Pruebe que por D, E'y F pasa un unico plano § # «. Dibuje a
B.

Pruebe que existe un punto G' que no esta en 3. Dibuje a G.

Pruebe que existe un tnico plano v # «a # 8 que pasa por G,
D y E. Dibuje a ~.

Use el teorema [9 para mostrar que existen las rectas b, de corte
de av y B; y ¢ de corte de a y . Dibijelas con la herramienta
Interseccion de dos superficies.

Pruebe que b # ¢ (sugerencia: use la reduccion al absurdo).

Muestre que existen puntos H # D y I # D, que pertenecen a
las rectas b y ¢ respectivamente. Dibtjelos. Justifique que H #
1.
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14. Pruebe que existe la recta d # b # ¢ que esta en « y pasa por
H e I. Dibuje a d.

15. Concluya con la prueba.

Teorema 19. (Criterio de rectas alabeadas) Sean las rectas a y b
tales que existe un plano o que contiene a a y solamente a un punto P
de b que no estd en a. Entonces las rectas a y b son alabeadas (figura
1.2.1).

Ejercicio 20. Pruebe el teorema (19 siguiendo los pasos a continua-
cion.
1. Abra una hoja de GeoGebra en la vista 3D y oculte los ejes y
el plano zy.
2. Dibuje dos rectas a y b = PQ, tal que P no esté en a.
3. Dibuje el plano « determinado por a y P.

4. Arrastre el punto @) fuera de a.

5. Suponga por el absurdo que existe un plano S que contiene a
las rectas a y b. Concluya la contradiccion con el teorema

6. Concluya la prueba.

Teorema 21. Fristen al menos cuatro puntos, seis rectas y cuatro
planos. Hay rectas alabeadas.

Ejercicio 22. Pruebe el teorema [21] siguiendo los pasos a continua-
cion.

1. Use la proposicion [15| para mostrar que existen los puntos A, B,
C' v D no coplanares y distintos tales que no hay tres de ellos
alineados. Dibtjelos.

2. Pruebe que existen las rectas r = AB, s = AC, t = AD, u =
BC,v=BD,yw=CD y éstas son distintas dos a dos. Dibuje
estas rectas.



CAPITULO 1. INCIDENCIA

3. Pruebe que hay al menos cuatro planos.

4. Muestre que las rectas r y w estan alabeadas (sugerencia: use
el criterio de rectas alabeadas).

5. Concluya la prueba.

Observacion 23. El esquema del teorema resiste la verificacién
de todos axiomas de incidencia. Intuitivamente, si a una piramide le
llamé&ramos espacio, a sus vértices puntos, a sus aristas rectas y a sus
caras planos, la pirdmide cumpliria plenamente con los axiomas. Por
lo tanto con soélo los axiomas de incidencia es claro que no podemos
demostrar, por ejemplo, que hayan mas de cuatro puntos ni que hayan
rectas coplanares que no se cortan.

° puntos

——  rectas

planos

Figura 1.2.3: Modelo de los axiomas de incidencia

10



Capitulo 2

Orden

Trataremos con un predicado que relaciona puntos A, B y C.
Decimos que un punto B estd entre A y C para referirnos a este
predicado.

Definicién 24. A un par no ordenado de puntos A y B lo llamamos
segmento AB.

= A los puntos que estan entre A y B los llamamos puntos inte-
riores de AB.

= A los puntos A y B los llamamos eztremos del segmento AB.

= A la recta AB la llamamos prolongacion del segmento AB.

2.1. Axiomas de orden

II'1 Si el punto B se encuentra entre el punto A y el punto C,
entonces A, By C son puntos diferentes de una misma recta, y
B se encuentra, asimismo, entre C'y A.

IT 2 Cualesquiera que sean los puntos distintos A y C, existe al me-
nos un punto B sobre la recta AC tal que C esta entre A y
B.

11



CAPITULO 2. ORDEN

IT 3 Entre tres puntos cualesquiera de una recta, a lo sumo uno de
ellos puede encontrarse entre los otros dos.

IT 4 (Axioma de Pasch) Sean A, B, C' tres puntos que no pertenecen
a una misma recta, y a, una recta en el plano ABC' que no
contiene ninguno de los puntos A, B,C. Entonces, si la recta
a pasa por algin punto del segmento AB, también pasara por
algin punto del segmento AC' o por alguno del segmento BC.

2.2. Consecuencias de los axiomas de inci-
dencia y de orden

Proposicion 25. Si dos puntos A y B estdn sobre una recta r o sobre
un plano «, los puntos interiores del segmento AB estdn en r o en
«, respectivamente.

Ejercicio 26. Pruebe el corolario 25| (sugerencia: use el axioma
y el axioma | I 6)).

Teorema 27. (Pasch simplificado) Sean A, B y C puntos no ali-
neados y D un punto tal que B estd entre C' y D, entonces A, B, C
y D son distintos de a dos y si una recta r, que pasa por D, corta al
segmento AB, entonces cortard también al segmento AC. También,
st r corta al segmento AC' cortard al segmento AB.

Ejercicio 28. Pruebe el teorema 27 siguiendo los pasos a continua-
cion.

1. Dibuje tres puntos A, B y C no alineados y la recta a = BC.

2. Marque un punto D tal que B esté entre C'y D.

3. Muestre que A, B, C'y D son distintos de a dos (sugerencia:

use la proposicion [15 y el axioma [T 1)).

4. Dibuje la recta b = AC' y un punto E entre Ay C.

12



2.2. CONSECUENCIAS DE INCIDENCIA 'Y DE ORDEN

10.

11.

Figura 2.2.1: Pasch simplificado

Demuestre que A, B, C, D y E son distintos de a dos.
Trace la recta r = DE.
Muestre que r esta en el plano que determinan A, By C.

Muestre que r no pasa por ninguno de los puntos A, By C
(sugerencia: suponga lo contrario y llegue a un absurdo).

Muestre que r no tiene puntos comunes con el segmento BC'
(sugerencia: muestre que ni D ni ningtin otro punto de r esta
en BC. Suponga lo contrario y llegue a un absurdo).

Aplique el axioma de Pasch a los puntos A, By C'y a la recta
r para mostrar que existe un punto en el segmento AB.

Concluya la prueba.

Teorema 29. Cualesquiera que sean dos puntos diferentes A y C,
existen puntos interiores del segmento AC.

Ejercicio 30. Pruebe el teorema 29| siguiendo los pasos a continua-

cion.

1.

Dibuje dos puntos A y C distintos y la recta a = AC.

13



CAPITULO 2. ORDEN

2. Marque un punto E fuera de a (y por lo tanto distinto de A y
).

3. Demuestre que existe un punto F' tal que E estd entre A y F.
Marque el punto F'y la recta b = AFE.

4. Muestre que A, F'y C no estan alineados.

5. Demuestre que existe un punto D tal que C' esta entre D y F.
Marque el punto D y la recta b = FC.

6. Aplique el teorema[27]a los puntos C, A, F'y D, para demostrar
que debe existir un punto B entre Ay C.

7. Concluya la prueba.

Teorema 31. Dados tres puntos diferentes sobre una recta, hay siem-
pre uno de ellos, y solo uno, que estd entre los otros dos.

Ejercicio 32. Pruebe el teorema (31| siguiendo los pasos a continua-
cion.

1. Dibuje la recta a = AB.

2. Dibuje a C tal que B esté entre Ay O]

3. Suponga que A no estd entre B y C, ni que C' estd entre Ay B
(tenemos que probar que necesariamente B esta entre Ay C').

4. Dibuje un punto D que no esté en a.
5. Trace la recta b = BD.

6. Pruebe que existe un punto E tal que D esté entre B y F.
Marque un punto E.

7. Trace la recta c = AFE.

!Este paso es meramente ilustrativo y no forma parte de la demostracion.

14



2.2. CONSECUENCIAS DE INCIDENCIA 'Y DE ORDEN

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Trace la recta d = CD.

Pruebe que las rectas a, b, ¢ y d son distintas de a dos y que los
puntos A, E'y B no estan alineados.

Aplique el axioma de Pasch a la recta d y a los puntos A, FE'y
B para mostrar que existe un punto I’ entre A y E. Tenga en
cuenta que C' no estd entre Ay B. Marque a F.

Trace la recta e = EC.
Trace la recta f = AD.

Pruebe que las rectas a, b, e y f son distintas de a dos y que los
puntos B, E' y C no estan alineados.

Aplique el axioma de Pasch a la recta f y a los puntos B, E'y
C para mostrar que existe un punto G entre C'y E. Tenga en
cuenta que A no esta entre By C. Marque a G.

Aplique el teorema [27] a los puntos A, E, G y C para mostrar
que el punto D esta entre A y G.

Aplique el teorema 27 a los puntos A, GG, C' y E para mostrar
que el punto B estd entre Ay C.

Concluya con la prueba.

Teorema 33. Si los puntos A, B,C' no estdin sobre una misma recta
y si alguna recta a interseca dos cualquiera de los tres segmentos AB,
BC, AC, entonces ésta no corta al tercer segmento.

Ejercicio 34. Pruebe el teorema (33| siguiendo los pasos a continua-

cion.

1.

Suponga, para reducir el problema al absurdo, que la recta PQR
corta a los segmentos AB, BC' y AC en los puntos P, Q y R
respectivamente.

15



CAPITULO 2. ORDEN

Figura 2.2.2: Recta que pasa por puntos interiores de los segmentos
AB, AC' y BC, con A, By C no alineados.

a) Realice un dibujo como la figura [2.2.2
b) Muestre que ni A ni B ni C' se encuentran en la recta PQR.

¢) Muestre que R no puede estar entre Py () (sugerencia:
suponga, para reducir el problema al absurdo, que R esta
entre P y (), y use el teorema [27|sobre los puntos P, B, ()
y C para llegar a un absurdo).

d) Muestre que P no puede estar entre Ry ), ni () entre P
y R.

e) Concluya una contradiccion con el teorema
2. Concluya con el teorema.

Lema 35. (Lema de los segmentos solapados) Si B estd en el
segmento AC y C en el BD, entonces B y C estdn en el segmento
AD. En palabras sencillas, si dos segmentos se “solapan” los extremos
solapados estin en el segmento determinado por los extremos “libres”.

Ejercicio 36. Pruebe el lema [35] siguiendo los pasos a continuacion.
1. Trace la recta a = AB.

2. Marque el punto C tal que B esté entre Ay C.

16



2.2. CONSECUENCIAS DE INCIDENCIA 'Y DE ORDEN

10.

11.
12.
13.

14.

15.

Figura 2.2.3: Segmentos solapados

Marque el punto D tal que C esté entre By D.
Marque un punto F fuera de a.
Trace la recta b = CE.

Muestre que existe un punto F' tal que E estd entre C' y F.
Marque F'.

Muestre que F' no esta en a.
Marque la recta ¢ = AFE.
Trace la recta d = F'B.

Aplique el teorema[27] a los puntos A, E, C'y F para demostrar
que debe existir un punto G entre A y E. Dibuje a G.

Muestre que G no esté en a.
Marque la recta e = GD.

Aplique el teorema[27] a los puntos F', B, C'y A para demostrar
el punto GG esta entre B y F.

Aplique el teorema [27]a los puntos D, G, B y F para demostrar
que debe existir un punto H entre G y D. Dibuje a H.

Aplique el teorema [27)a los puntos D, G, Ay E para demostrar
que C esta entre Ay D.

17
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16. Repita los pasos de la prueba intercambiando los puntos A por
Dy B por C.

17. Concluya la prueba.

Lema 37. (Lema de los segmentos encajados) Si un punto C
esta en el segmento AD y un punto B en el AC, entonces B se en-
cuentra asimismo en el segmento AD, y C en el BD. FEn palabras
sencillas, st un segmento estd “encajado” en otro, las puntos del pri-
mero estan en el sequndo.

Figura 2.2.4: Segmentos encajados

Ejercicio 38. Pruebe el lema |37 siguiendo los pasos a continuacion.

1. Trace la recta a = AB.

2. Marque el punto C tal que B esté entre Ay C.
3. Marque el punto D tal que C esté entre B 'y D.
4. Marque un punto E fuera de a.

5. Trace la recta b = BE.

6. Muestre que existe un punto F' tal que E estd entre B y F.
Marque F'.

7. Muestre que F' no esta en a.

8. Marque la recta ¢ = ED.

18
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9. Trace la recta d = F'C.
10. Trace la recta e = AFE.

11. Muestre que d no tiene puntos entre A y B, ni puntos entre E
y B. Concluya usando el axioma de Pasch que no tiene puntos
entre Ay F.

12. Aplique el axioma de Pasch a la recta d = F'C'y a los puntos A,
E vy D para mostrar que d corta al segmento ED en un punto
G. Dibuje a G.

13. Aplique el teorema[27] a los puntos D, E, B y F para demostrar
que C' esta entre By D.

14. Concluya la prueba. (Note que probo que C' esté entre By D,
y por hipotesis B esta entre A y C. Lea el lema [35).

Corolario 39. Si los puntos C' y D estdn entre los puntos A y B,
todos los puntos del segmento C'D pertenecen al segmento AB.

Observacion 40. En la disposicion del corolario decimos que el
segmento C'D esta en el segmento AB.

Ejercicio 41. Pruebe el corolario 39| siguiendo los pasos a continua-
cion.

1. Trace la recta a = AB.

2. Marque un punto C' entre A y B.

3. Suponga primeramente que el punto D esta entre A y C. Dibuje
aD.
a) Marque un punto E entre C'y D.

b) Muestre que F esta entre A y C (sugerencia: use el lema
de los segmentos encajados [37).

¢) Muestre que E esta entre A y B (sugerencia: use el lema
de los segmentos encajados [37).
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4. Suponga ahora que el punto C' estd entre A y D. Arrastre a C'
y D hasta que C' esté entre Ay D, pero C'y D ambos entre A
y B.
a) Arrastre a F hasta que quede entre C'y D.

b) Muestre que E esta entre A y D (sugerencia: use el lema
de los segmentos encajados .

¢) Muestre que E esta entre A y B (sugerencia: use el lema
de los segmentos encajados [37).

5. Muestre que es contradictorio que A esté entre C' 'y D, con la
suposicion de que C'y D estén entre A y B (sugerencia: use el
lema de los segmentos solapados

6. Verifique que hemos considerado todos los casos con respecto a
los puntos A, C'y D.

7. Concluya la prueba.

Proposicion 42. Si un punto C estd entre los puntos A y B, entonces
los puntos del segmento AC' no pueden estar en el segmento CB (con
excepcion de C).

Ejercicio 43. Pruebe la proposiciéon [42] siguiendo los pasos a conti-
nuacion.

1. Trace la recta a = AB y un punto C entre Ay B.
2. Marque un punto P entre Ay C.

3. Suponga, para reducir el problema al método del absurdo, que
P esta entre By C.

a) Muestre que C estd entre A y P (sugerencia: use el lema
de los segmentos encajados [37).

b) Muestre que esto es contradictorio.
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4. Concluya la prueba.

Proposicion 44. Si C estd entre A y B, entonces todo punto del
segmento AB distinto de C, estd o bien en el segmento AC o bien en
el segmento CB (no en ambos).

Ejercicio 45. Pruebe la proposiciéon [44] siguiendo los pasos a conti-
nuacion.

1. Trace la recta a = AB y un punto C entre Ay B.

2. Muestre que para tres puntos sobre a, A, P y C solamente
pueden darse los casos excluyentemente (sugerencia: considere

el teorema [31)):

a) Aentre Py C.
b) P entre Ay C.
¢) C entre Py A.

3. Muestre que el caso A entre P y C es contradictorio con la
suposicion P entre Ay B (sugerencia: recuerde que por hipotesis
C estd entre Ay B y use el lema de los segmentos solapados

(lema [35)).

4. Muestre que el caso C entre P y A implica que P esta entre B
y C (sugerencia: use el lema de los segmentos solapados (lema

39).

5. Concluya que un punto P entre A y B solamente debe estar
entre Ay C, oentre By C.

6. Muestre que P no puede estar a la vez entre Ay C, y entre B
y C (sugerencia: use la proposicion [42)).

7. Concluya la prueba.
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Corolario 46. Si el punto C estd entre A y B, entonces todos los
puntos del segmento AC' y todos los puntos del segmento BC' estdn
entre A y B.

Ejercicio 47. Pruebe el corolario [46|

Corolario 48. Sean tres puntos A, B y C' de una recta a, tal que B
estd entre A y C. Cualquier punto P de a cumple una y solo una de
las siguientes condiciones:

1. Centre Ay P,Centre ByP yB entre Ay P.
C=PyBentre AyP.
Pentre ByC, Pentre AyC yB entre Ay P.
P=ByP entre AyC.

P entre Ay B, P entre AyC y B entre Py C.
6. P=AvyB entre PyC.
7. Aentre Py C, Aentre Py B y B entre P y C.

Ejercicio 49. Pruebe el corolario (sugerencia: use el teorema
para mostrar que estos son los tnicos casos posibles para A, C'y
P. Note que los tinicos casos posibles para P esta entre A y C, con
P # B, son el 3 y el 5. Aplique el teorema [37] para probar los casos
1,3,5y7).

Teorema 50. Entre dos puntos diferentes de una recta existen infi-
nitos puntos de ésta.

Ejercicio 51. Pruebe el teorema [50| siguiendo los pasos a continua-
cion.

1. Trace la recta a = AB.

2. Pruebe la existencia de un punto C4 entre A y B. Marque C}
(sugerencia: use el teorema [29).
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. Pruebe que A, B y C son distintos (sugerencia: use el axiomal
11 1)).

. Pruebe la existencia de un punto Cy entre A y C;. Marque Cs
(sugerencia: use el teorema [29)).

. Pruebe que A, B, Cy y Cs son distintos (sugerencia: use el lema

37).

. Pruebe la existencia de un punto C3 entre A y Cs. Marque Cj.
. Pruebe que A, B, (4, Cy y C3 son distintos.

. Pruebe por induccion que, dados dos puntos Ay B sobre la recta
a, existe una sucesion C', ..., C),, de puntos distintos dos a dos,
entre A y B tales que C estd entre Ay Cj, con 1 < j < n,
para todo n.

a) Pruebe el paso base, es decir, pruebe la existencia de un
punto Cy entre A y B (sugerencia: use el teorema .

b) Pruebe el paso inductivo, es decir, suponga que para un
k entero positivo fijo se cumple que existe una sucesiéon
Ci,...,Cy, de puntos distintos dos a dos, entre Ay B
tales que Cj4q estd entre Ay Cj,con 1 < j < k+1,y
muestre que la proposicion se cumple con k + 1.

1) Muestre que existe un punto Cx.; entre A y Cy (suge-
rencia: use el teorema [29).
2) Muestre que Cy 1 esta entre Ay B (sugerencia: use el

teorema [37).

3) Muestre que Cjiq estd entre Ay Cj, con 1 < j <k
(sugerencia: use el teorema [37).

4) Muestre que Cy es distinto de C}, con 1 < j < k.

5) Demuestre que existe una sucesion Ci,...,Cyiy de
puntos, distintos dos a dos, entre Ay B tales que C)j 1
estd entre Ay Cj, con 1 <j<k+1).
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9. Concluya la prueba.

Corolario 52. Cada recta y cada plano tiene infinitos puntos.

Ejercicio 53. Pruebe el corolario 52| (sugerencia: use la proposicion

y el teorema [50)).

Definicién 54. Sea O un punto sobre una recta a. Sean A y B puntos
de a distintos de OF] Si O no esta entre A y B, decimos que A y B
estdan del mismo lado con respecto a O. Si O esta entre Ay B, decimos
que Ay B estan en lados diferentes con respecto a O.

Teorema 55. (Separacion en la recta) FEl punto O de la recta
a divide todos los demds puntos de la recta en dos clased’| no va-
cias, de modo que dos puntos cualesquiera de a pertenecientes a una
misma clase estan a un mismo lado de O, mientras que dos puntos
pertenecientes a distintas clases se encuentran en lados diferentes con
respecto a O.

Ejercicio 56. Pruebe el teorema [55| siguiendo los pasos a continua-
cion.
1. Pruebe que dada una recta a cualquiera y un punto O en a,

existe un punto A en a distinto de O.

2. Vamos a probar que existe un punto X # O tal que Ay X estan
del mismo lado con respecto a O y existe un punto Y # O tal
que A v Y estan en lados diferentes respecto de O.

a) Pruebe que existe un punto X tal que A esta entre O y X.
b

c

d

)
) Pruebe que O no puede estar entre Ay X.

) Pruebe que A y X estan del mismo lado con respecto a O.
) Muestre que existe un punto Y tal que A y Y estan en
lados diferentes respecto a O.

2A y B no son necesariamente distintos.
3Una clase o clase de equivalencia es un conjunto inducido por una relacién de
equivalencia, es decir, una relacién que es reflexiva, simétrica y transitiva.
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3. Sean Ay B dos puntos de a a distintos lados de O. Considere un
punto C' sobre a distinto de O. Use el corolario 48| para mostrar
que puede darse una y solo una de las siguientes situaciones:

a) Ay C estan del mismo lado con respecto a O, y By C
estan en lados diferentes con respecto a O.

b) By C estan del mismo lado con respecto a O,y Ay C
estan en lados diferentes con respecto a O.

4. Verifique que dado un punto O y cualquier punto A # O sobre
la recta a, los puntos de a se separan en los siguientes tres
conjuntos no vacios y disjuntos:

s A={C: Ay C estan del mismo lado con respecto a O}

= {0}
» B={C : Ay C estan en lados diferentes con respecto a

O}

a) Sea D un punto cualquiera tal que Ay D estan del mismo
lado con respecto a O. Sean

» A'={C: Dy C estan del mismo lado con respecto a
O}
» B ={C: Dy C estan en lados diferentes con respecto
a0}
Muestre que A = A"y B = B’ (sugerencia: use el corolario
1)
b) Sea E un punto cualquiera tal que A y E estan en lados
diferentes con respecto a O. Sean

» A" ={C : Ey C estan del mismo lado con respecto
a O}

» B ={C: Ey C estan en lados diferentes con respec-
to a O}

Muestre que A = B” y B = A” (sugerencia: use el corolario

15).
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5. Concluya que dado un punto O sobre la recta a, los puntos de
a distintos de O estan solamente en dos conjuntos disjuntos no
vacios, con la propiedad que si dos puntos cualquiera X y Y
estdn en uno de los conjuntos entonces el segmento XY estéd
en este conjunto; y si los puntos X y Y estan en conjuntos
diferentes entonces el segmento XY tiene al punto O.

6. Para probar que la relacion definida sobre los puntos de la recta
a distintos de O, estar del mismo lado, es de equivalencia, es
decir, cumple con la reflexividad, simetria y transitividad, opere
como sigue: suponga que D, E'y F estan sobre a y son distintos
de O.

a) Muestre que para todo punto D, D est& sobre el mismo
lado que D (reflexividad).

b) Muestre que si D esta del mismo lado que E, entonces F
esta del mismo lado que D (simetria).

¢) Use el corolario 48| para mostrar que, si D esta del mismo
lado que E y E esta del mismo lado que F', entonces D
esta del mismo lado que F' (transitividad).

7. Concluya con la prueba.

Definicién 57. A las clases de equivalencia que se indican en el
teorema )| las llamamos lados de un punto en una recta.

= Decimos que un punto O de una recta a junto con otro punto
A de la misma recta determinan una semirrecta o rayo OA.

= Los puntos que estan del mismo lado que A con respecto a O
se denominan puntos de la semirrecta (abierta) OA.

= Al punto O le llamamos origen de la semirrecta.

= Los puntos que estan al otro lado de A con respecto a O se
denominan puntos de la semirrecta opuesta de OA.
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= A la recta OA la llamamos prolongacion de la semirrecta OA.

Proposicion 58. Dados dos puntos A y B, un punto C estd en las
semirrectas (abiertas) AB y BA si y solo si estd entre A y B.

Ejercicio 59. Pruebe la proposiciéon 58| siguiendo los pasos a conti-
nuacion

10.

. Dibuje una recta a = AB.

Dibuje un punto C' que esté en las semirrectas abiertas AB y
BA.

Muestre que los puntos A, B y C' son puntos distintos sobre la
misma recta.

Muestre que solamente puede darse uno y solo uno de los si-
guientes casos (sugerencia: vea el teorema [31))

a) Aentre By C.
b) Bentre Ay C.
c) Centre Ay B.

Muestre que los casos: A entre By C, y B entre Ay C son
contradictorios con el hecho que C' estd en las semirrectas AB
y BA.

Concluya con la condiciéon necesaria.

Considere que el punto C esta entre Ay B.

Muestre que A no puede estar entre C'y B ni B entre C'y A.
Concluya la condicion suficiente.

Concluya la prueba.
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2.3. Orden de los puntos de una semirrecta

Definicion 60. Sea la semirrecta a = OA y los puntos B y C de
ésta. Definimos el orden en la semirrecta OA definiendo la relaciéon
precede a como sigue: B precede a C' si el punto B estd entre O y
C. Podemos decir también antes o es menor como sinénimos. Incluso
podemos usar el simbolo <. Utilizamos también los anténimos para
indicar la relacion inversa entre los puntos.

Teorema 61. Si en la semirrecta OA se establece el orden dado por
la definicion [60, entonces cualesquiera sean los puntos C, D y E de
la semirrecta OA, se cumple que:

1. para ningun punto D se cumple D < D (arreﬂexivida@.
2. siC <D yD<E entonces C < E (transitividad).

3. C<D,6C=D,6D<C (tricotomz’aﬂ.

Ejercicio 62. Pruebe el teorema |61 siguiendo los pasos a continua-
cion.

1. Use el axioma para probar la arreflexividad.
2. Dibuje una semirrecta a = OA.
3. Oculte a A.

4. Dibuje los puntos C, D sobre a de tal modo que C < D, es
decir que C esté entre O y D.

5. Dibuje el punto E sobre a de tal modo que D < E, es decir que
D esté entre Oy E.

4Esta propiedad se refiere a que ningin punto esté relacionado consigo mismo.

5En realidad, puede haber definiciones de orden menos restrictivas, especial-
mente en lo referente a la tricotomia donde puede sustituirse el “0” excluyente por
la disyunciéon comin.
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2.3. ORDEN DE LOS PUNTOS DE UNA SEMIRRECTA

10.

11.

Use el lema 37 para demostrar que C esta entre O y E, es decir,
C<E.

Concluya que el orden de los puntos en una semirrecta satisface
la transitividad.

Use el teorema [31] para demostrar que para los tres puntos O,
C'y D, solamente pueden darse alguno de los casos siguientes
excluyentes:

a) C esta entre Oy D, en cuyo caso C' < D.
b) D esta entre Oy C, en cuyo caso D < C.

¢) O esté entre C'y D. Muestre que este caso es incompatible
con la eleccion de C'y D en la semirrecta a de origen O.

Muestre que los siguientes casos no son posibles:

a) C < Dy D < C (sugerencia: use la transitividad y arre-
flexividad).

b) C < Dy D = C (sugerencia: use la sustitucion y la arre-
flexividad).

Concluya con la tricotomia de esta relacion de orden.

Concluya con la prueba.

Definicién 63. Un conjunto donde se ha fijado una relaciéon entre
sus elementos se dice que esta linealmente ordenado si esta relacion
cumple que es arreflexiva, transitiva y si dados dos elementos de es-
te conjuntos uno es menor que otro. Este tipo de relacién entre los
elementos de un conjunto se dice de orden lineal. Si un conjunto esta
linealmente ordenado y existe un punto que es el menor de todos, se
llama punto minimo y del mismo modo, si un punto es mayor que
todos se denomina punto mdzimo.
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Observacion 64. Una relacion de orden lineal también cumple con
la tricotomia (que se separa en tres), es decir, no es posible que un
elemento sea menor que otro y que a la vez el segundo menor que el
primero ni que sean iguales. Note que en la prueba de la tricotomia del
teorema |61] se usa la sustitucion, la arreflexividad, y la transitividad.

Definicion 65. Una relacion de orden sobre un conjunto S es

1. densa si y solo si dados dos elementos A y B en S, tal que
A < B, entonces existe un elemento C' en S tal que A < C'y
C < B (abreviado A < C' < B).

2. abierta siy solo si dado un elemento A en S, existe un elemento
Pen S tal que A < Py un elemento () en S tal que ) < A.

Teorema 66. El orden de los puntos en una semirrecta a es denso y
abierto.

Ejercicio 67. Pruebe el teorema [71] siguiendo los pasos a continua-
cion.

1. Dibuje la semirrecta a = OA.

2. Marque en a un punto B tal que A esté entre By O.

3. Muestre que existe un punto C' que esta entre A y B. Dibtjelo
(sugerencia: use el teorema [29)).

4. Muestre que C' esta entre By O; y A entre C'y O (sugerencia:

use el lema [37).

5. Muestre que C esta en a y que A < C'y C' < B (sugerencia:

use los axiomas y |11 3)).

6. Concluya que el orden en a es denso.

7. Oculte los puntos By C.
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2.4. ORDEN DE LOS PUNTOS DE UNA RECTA

8. Muestre que existe un punto P tal que A estia entre O y P

(sugerencia: use el axioma | II 2)).

9. Muestre que P estd en ay que A < P.

10. Muestre que existe un punto @ que esté entre A y O (sugerencia:
use el teorema [29).

11. Muestre que @) estd en a 'y que Q < A.
12. Concluya que el orden en a es abierto.

13. Concluya la prueba.

2.4. Orden de los puntos de una recta

Definicién 68. A una de las dos semirrectas de una recta a, deter-
minadas por O, la llamamos primera, v a la otra, seqgunda. Dados dos
puntos A y B sobre a, decimos A < B sobre la recta a si y solamente
si:

Caso 1. B < A en la primera semirrecta.

Caso 2. B =0 y A esta en la primera semirrecta.

Caso 3. B esta en la segunda semirrecta y A en la primera.

Caso 4. B esta en la segunda semirrecta y A = O.

Caso 5. A < B en la segunda semirrecta.

Observacion 69. Al definir el orden en una recta partimos de la defini-
cion de orden en una semirrecta, la que a su vez se basa en el concepto
primitivo de la teoria de la Geometria Euclidiana como es la relaciéon
“estar entre” . Para definir orden en una recta, implicitamente queda

claro que si A < B entonces no puede cumplirse que B < A ni que
A= B.
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CAPITULO 2. ORDEN

Caso 1 A B 0
Caso 2 A 0=B
Caso 3 A 0 B
Caso 4 0=A B
Caso 5 o A B

Figura 2.4.1: Orden de puntos en la recta

Un aspecto importante a tener en cuenta es que la definicion de
orden en la recta se define por casos, por tanto, debemos considerar
los cinco casos que requiere la misma. Por ejemplo, para comprobar
que la definicion de orden es una buena definicién debemos verificar
que se cumpla la arreflexividad, la transitividad y una tricotomia.
En el caso de la arreflexividad, dado que solamente hay una variable
en juego, la cantidad de los casos a considerar son solamente tres: el
punto A esta en la primera semirrecta, o estd en la segunda, o es el
propio O. En todos los casos, la prueba se basa en el teorema Para
el caso de la tricotomia:

A<BVA=BVB<A

como las variables son dos, los casos a considerar seran nueve. Repre-
sentamos estos casos en el Cuadro 2.1l

Este cuadro tiene en las primeras dos columnas las posiciones de
los puntos A y B en las semirrectas primera (-1), segunda (1) o (0) si
son el propio punto O. Por ejemplo, A en -1 significa que A esta en
la primera semirrecta. La letra “V” indica que se cumple la relaciéon
correspondiente a esa columna. Por ejemplo, en la cuarta fila, se indica
que A es O, B esta en la primera semirrecta y, por lo tanto, se cumple
la condicion B < A (y por la definiciéon de orden no se cumple ni que
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2.4. ORDEN DE LOS PUNTOS DE UNA RECTA

‘A‘B‘A<B‘A:B‘B<A‘ Caso ‘Tricotomia‘

-11-1 Pruebe A%
-110 \Y 2 V
11 A% 3 A%
0]-1 V 2 V
0 \Y 2 \Y
011 V 4 V
1]-1 \Y% 3 A%
1 \% 4 \Y
111 Pruebe A%

Cuadro 2.1: Tricotomia de orden en la recta

A < B, ni que A = B), debido al Caso 2 (que se consigna en la sexta
columna) de la definicion de orden en la recta, por lo tanto se cumple
la disyuncién de la ultima columna. Hay dos casos que requieren mas
cuidado y que son los correspondientes a la primera y ultima fila.
Notemos por <, el orden en la primera semirrecta, <s el orden en la
segunda semirrecta y por < el orden en la recta.

Consideremos la situacion de la primera fila. Si los puntos Ay B
estan en la primera semirrecta hemos probado en el teorema [61]| que

A<, BVA=BVB<,A
entonces, segin la definicion:

B<AVA=BVA<DB

conmutando adecuadamente resulta
A<BVA=BVB<A

lo que implica la tricotomia para este caso en la recta. En el ultimo
caso, si los puntos A y B estan en la segunda semirrecta, hemos
probado en el teorema [61| que

A<, BVA=BVB<,A
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CAPITULO 2. ORDEN

asi, segtn la definicion:

A<BVA=BVB<A

lo que implica la tricotomia para este caso en la recta.
El caso de la transitividad:

A<BAB<(C—-sA<(C

es similar pero en esta ocasion las variables son tres y por lo tanto los
casos a considerar serdn 27, los que estan consignados en el Cuadro
2.2

El lector debe recordar que basta que el antecedente sea falso o
el consecuente cierto para que se cumpla una implicacién. Hay dos
casos que requieren mas cuidado y que son los correspondientes a la
primera y ultima fila.

Consideremos la primera fila. Si los puntos A, B, y C' estan en la
primera semirrecta entonces si

A<BANB<C
implica segin la definicion que
B<,ANC <, B
que conmutando adecuadamente queda
C<,BANB<,A
y que segun el teorema 61| implica
C<,A

y por definicion
A<C

probamos, de esta manera, la transitividad para este caso.
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‘A‘B‘C"A<B‘B<C‘A<C‘ Caso ‘Transitividad‘

Pruebe

Pruebe

-1

-1

-1

1

-1
-1
-1

-1

1

-1
-1
-1
-1

0

Cuadro 2.2: Transitividad de orden en la recta
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En el dltimo caso, si los puntos A, B, y C estan en la segunda
semirrecta, entonces si

A<BANB<C
implica segin la definicion que
A<sBANB <, C
y que segun el teorema (61| implica
A<, C

y por definicion:
A<C

probamos, de esta manera, la transitividad para este caso.

Ejercicio 70. Verifique que el orden de los puntos en la recta definido
arriba es efectivamente un orden lineal (sugerencia: revise los cuadros

21y,

Teorema 71. Los puntos sobre una recta pueden ser ordenados de
forma compatible con la relacion “estar entre” de dos maneras posibles
unicamente, y estos dos drdenes son opuestos uno del otro. En otras
palabras, si se toma dos puntos distintos X y Y sobre una recta a,
entonces X precederd a'Y en un orden y 'Y precederd a X en el otro
orden, y estos ordenes no dependen de la eleccion del punto O que se
usa para definirlo.

Ejercicio 72. Pruebe el teorema [71] siguiendo los pasos a continua-
cion (sugerencia: use la notacion < para indicar el orden de los puntos
en una recta considerando el punto O como el origen de las semirrec-
tas que inducen el orden y <y para indicar el orden de los puntos en
la recta considerando el punto O’ como el origen de las semirrectas
que inducen este orden).

1. Dibuje una recta a = OO'.
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2.4. ORDEN DE LOS PUNTOS DE UNA RECTA

2. Suponga que O’ esté en la segunda semirrecta de O y O en la
primera semirrecta de O’ y que X <o Y.

4.

a)

¢)

d)

Considere que los puntos X y Y estan en la segunda semi-
rrecta con respecto a O. En este caso X estd entre O y Y.
Dibuje los puntos X y Y. Use el corolario 48| para concluir
en todos los casos que X <o/ Y. (En este caso A, B, C'y
P del corolario 48 son respectivamente O, X, Y y O').

Considere que los puntos X y Y estan en la primera se-
mirrecta con respecto a O. En este caso Y esta entre O y
X. Arrastre los puntos X y Y hasta que contemplen esta
situacion. Use el corolario [48| para concluir en todos los ca-
sos que X <o Y. (En este caso A, B, C'y P del teorema
son respectivamente X, Y O y O’ respectivamente.)

Considere que X esté en la primera semirrecta con respecto
a Oy Y en la segunda. En este caso O esta entre X y
Y. Arrastre los puntos X y Y hasta que contemplen esta
situacion. Use el teorema para concluir en todos los
casos que X <o Y. (En este caso A, B, C'y P del teorema
son respectivamente X, O Y y O’ respectivamente).

Muestre que en este caso <o coincide con <g.

Suponga que O esta en la segunda semirrecta de O y O en la
segunda semirrecta de O’ y que X <o Y. Muestre que en este
caso <o es opuesto a <or.

Concluya la prueba.

Teorema 73. Los dos ordenes de los puntos en una recta a compati-
bles con la relacion estar entre, son densos y abiertos.

Ejercicio 74. Pruebe el teorema (73| siguiendo los pasos a continua-

cion.

1. Dibuje la recta a = AB.
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2. Elija en a una semirrecta cualquiera b de origen O. Pintela de
rojo.

3. Observe que uno de los dos 6rdenes de a puede ser definida por
tomar b como la segunda semirrecta en a (sugerencia: vea el

teorema [71).

4. Para probar la densidad, tome dos puntos P y () sobre a y
suponga que P < () y siga los pasos a continuacion.

a) Py @ en la segunda semirrecta

1) Muestre que P <, Q.

2) Pruebe que existe un punto R en la segunda semirrecta
tal que P <, R <, @ (sugerencia: use el teorema [66]).

3) Pruebe que existe un punto R en la recta a tal que
P <R<Q.

b) Py @ en la primera semirrecta

1) Muestre que Q <, P.
2) Pruebe que existe un punto R en la primera semirrecta
tal que @ <, R <, P (sugerencia: use el teorema .

3) Pruebe que existe un punto R en la recta a tal que
P<R<Q.

¢) P=0y Q en la segunda semirrecta

1) Muestre que existe un punto R entre O y @ (sugeren-
cia: vea el teorema

2) Muestre que R <, Q.

3) Pruebe que existe un punto R en la recta a tal que
P<R<Q.

d) @ =0y P en la primera semirrecta

1) Muestre que existe un punto R entre O y P (sugeren-
cia: vea el teorema

2) Muestre que R <, P.
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2.4. ORDEN DE LOS PUNTOS DE UNA RECTA

3) Pruebe que existe un punto R en la recta a tal que
P<R<Q.

e) P en la primera semirrecta y @ en la segunda semirrecta

1) Muestre que O esta entre Py Q.
2) Pruebe que existe un punto R en la recta a tal que
P<R<Q.

f) Muestre que todos los otros casos para las posiciones de P
y @ son contradictorios con la suposicion que P < Q.

5. Concluya con la prueba de la densidad del orden en a.

6. Para probar la apertura, tome un punto P sobre a y siga los
pasos a continuacion;

a) P en la segunda semirrecta.

1) Muestre que existen puntos M y N en la segunda se-
mirrecta tal que M <, P <g N (sugerencia: vea el

teorema

2) Muestre que existen puntos M y N en la recta tal que
M<P<N

b) P en la primera semirrecta.

1) Muestre que existen puntos M y N en la primera se-
mirrecta tal que N <, P <, M (sugerencia: vea el

teorema [66]).

2) Muestre que existen puntos M y N en la recta tal que
M<P<N

¢c) P=0.

1) Muestre que existe un punto M en la primera semirrec-
ta y un punto N en la segunda semirrecta (sugerencia:
vea el teorema

2) Muestre que existen puntos M y N en la recta tal que
M<P<N
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7. Concluya con la prueba de la apertura.

8. Concluya con la prueba.

Observacion 75. Dados dos puntos distintos A y B, denotamos por
<ap a uno de los 6rdenes sobre los puntos de la recta AB compatibles
con la relacion estar entre, en el cual A precede a B.

Teorema 76. Dados dos puntos distintos A y B sobre una recta a,
la relacion de orden <ap sobre los puntos de a, cumple las siguientes
propiedades:

1. <ap es una relacion de orden lineal, es decir, es arreflexiva,
transitiva y dos elementos distintos son comparables.

2. <ap es una relacion de orden denso y abierto.
3. A <ap B.

4. 81t Py Q son dos puntos distintos de a, P <ap @ st y solo
st Q <pa P. Es decir, los puntos A y B inducen dos drdenes
opuestos.

5. Si C y D son puntos distintos de a, entonces <ap=<cp 0 bien
<ap=<pc. Es decir, alguno de los dos drdenes opuestos defi-
nidos por cualquier par de puntos coincide con <,pg.

Ejercicio 77. Pruebe el teorema (Observe que el orden denotado
por < 4p es uno de los dos tinicos 6rdenes a los que se refiere el teorema
Que este orden sea denso y abierto es un resultado inmediato del

teorema [73).

Proposicion 78. Sean A, B y C tres puntos sobre una recta a. B
estd entre A y C, si y solo si o bien A precede a By B a C , o bien
C precede a B y B a A.

Ejercicio 79. Pruebe la proposicién |78 siguiendo los pasos a conti-
nuacion.
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10.

11.

12.

13.

14.

. Dibuje los puntos A, B y C sobre la recta a, de tal modo que

B esté entre Ay C.

. Tome el orden sobre la recta a de tal modo que la segunda

semirrecta sea AB (sugerencia: considere el teorema [71]).

. Muestre que en este caso A precede a By B a C.

Tome el orden orden sobre la recta a de tal modo que la primera
semirrecta sea AB (sugerencia: considere el teorema [71)).

Muestre que en este caso C' precede a By B a A.
Concluya con la condicion necesaria.

Suponga que A precede a By B a C' en uno de los dos ordenes
en la recta a.

Muestre que si se toma a A como el origen de las semirrectas
que definen el orden en a, entonces B y C' estan en la segunda
semirrecta.

Muestre que en este caso B esta entre Ay C.

Suponga que C precede a By B a A en uno de los dos ordenes
en la recta a.

Muestre que si se toma a A como los origenes de las semirrectas
que definen el orden en a, entonces B y C' estan en la primera
semirrecta.

Muestre que en este caso B esta entre Ay C.

Concluya con la condicion suficiente.

Concluya con la prueba.
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2.4.1. Orden de los puntos interiores de un seg-
mento

Definicién 80. Definimos dos 6rdenes sobre los puntos interiores de
un segmento a = AB de acuerdo a los 6rdenes de los puntos de la
recta v = AB. En este caso, decimos que los puntos interiores de un
segmento heredan el orden de los puntos de la recta.

Teorema 81. Los dos drdenes opuestos de los puntos (interiores) de
un segmento son lineales, densos y abiertos.

Ejercicio 82. Pruebe el teorema [81] siguiendo los pasos a continua-
cion.

1. Verifique que los 6rdenes de los puntos de un segmento son
lineales y opuestos.

2. Para demostrar la densidad tome un segmento a = AB y dos
puntos Py @ en a, tal que P <. (Por el momento para hacer
una distincion entre el orden de la recta y el correspondiente
orden en el segmento usaremos < para el primero y < para el
segundo).

3. Verifique que P < Q.

4. Muestre que existe R en la recta prolongacion de a, tal que
P < R < @ (sugerencia: use el teorema [73).

5. Muestre que R estd entre Py ) (sugerencia: use el teorema [78)).
6. Muestre que R estd en a (sugerencia: use el corolario [39).

7. Concluya la prueba de la densidad.

8. Para demostrar la apertura tome un punto P en a.

9. Muestre que existe un punto M entre A y P, y un punto N
entre Py B (sugerencia: use el teorema [29).
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10.
11.

12.

13.

14.
15.
16.

17.

18.

19.
20.
21.

2.5.

Tome primero el caso en que A < B.

Muestre que en este caso A < P < B (sugerencia: use el teorema

78).

Muestre que en este caso A < M < Py P < N < B (sugeren-
cia: use el teorema [78)).

Muestre que M y N estan en a (sugerencia: use el teorema de
los segmentos encajados .

Muestre que en este caso M < Py P < N.
Tome ahora el caso en que B < A.

Muestre que en este caso B < P < A (sugerencia: use el teorema

78).

Muestre que en este caso B< N < Py P < M < A (sugeren-
cia: use el teorema [78)).

Muestre que M y N estan en a (sugerencia: use el lema de los
segmentos encajados [37).

Muestre que en este caso N < Py P ~< M.
Concluya la prueba de la apertura.

Concluya la prueba.

Separacion de los puntos de un plano
y del espacio

Definicion 83. Sea a una recta sobre un plano «. Sean A y B puntos
de o que no estan en a. Si no hay puntos de a entre Ay B, decimos
que Ay B estdn del mismo lado con respecto a a. Si hay puntos de a
entre Ay B, decimos que Ay B estdn en lados diferentes con respecto

a a.
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Teorema 84. (Separacion en el plano) La recta a del plano o di-
vide todos los demds puntos del plano en dos clases no vacias, de modo
que dos puntos cualesquiera de o pertenecientes a una misma clase
estdan a un mismo lado de a, mientras que dos puntos pertenecientes
a distintas clases se encuentran en lados diferentes con respecto a a.

Ejercicio 85. Pruebe el teorema (84| siguiendo los pasos a continua-
cion.

1. Pruebe que dado un plano « cualquiera y una recta a en «,
existe un punto A en « que no esta en a.

2. Vamos a probar que existe un punto X en «, que no esta en a,
tal que A y X estan del mismo lado con respecto a a y existe
un punto Y en «, que no esta en a, tal que Ay Y estan en lados
diferentes respecto de a.

a) Pruebe que Ay A estan del mismo lado con respecto a a.

b) Muestre que existe un punto O en a y un punto B tal que
O estid entre Ay B.

¢) Muestre que B y A estan en lados diferentes con respecto
a a. Dibuje esta situacion.

3. Considere un punto C' de « que no esta en a 'y que es distinto de
Ay B. Muestre que puede darse una y solo una de las siguientes
situaciones (note que si A, B y C estan alineados, existird un
unico punto O en comin entre las rectas a y AB y use el teorema
para concluir la prueba. Si A, B y C' no estan alineados,
aplique el axioma de Pasch para mostrar que a debe cortar a
AC o a BC'y considere el teorema [33| para demostrar que solo
lo hace una vez):

a) Ay C estan del mismo lado con respecto a a, y By C
estdn en lados diferentes con respecto a a.

b) By C estan del mismo lado con respecto a a, y Ay C
estan en lados diferentes con respecto a a.
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. Verifique que dada una recta a en un plano « y cualquier punto
A de a que no estéa sobre la recta a, los puntos de « se separan
en los siguientes tres conjuntos no vacios y disjuntos:

a) A={C: Ay C estan del mismo lado con respecto a a}
b) {C:C estaena}
c) B={C: Ay C estan en lados diferentes con respecto a a}
. Sea D un punto cualquiera tal que A y D estan del mismo lado
con respecto a a. Sean
a) A ={C: Dy C estan del mismo lado con respecto a a}
b) B'={C : Dy C estan en lados diferentes con respecto a

a}

Muestre que A = A"y B = B’ (considere los casos en que A, C
y D estan alineado o no).

. Sea D un punto cualquiera tal que A y D estan en lados dife-
rentes con respecto a a. Sean

a) A\ ={C : Dy C aestan del mismo lado con respecto a
a}
b) B'={C : Dy C estan en lados diferentes con respecto a
a}
Muestre que A= By B=A'.
. Concluya que dado una recta a en el plano «, los puntos de «
que no estdn en a, estan solamente en dos conjuntos disjuntos
no vacios, con la propiedad que si dos puntos cualquiera X y
Y estan en uno de los conjuntos entonces el segmento XY estéa

en este conjunto; y si los puntos X y Y estan en conjuntos
diferentes entonces el segmento XY corta a la recta a.

. Suponga que D, F'y G estan sobre a y no sobre a. Muestre que:
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a) D esta sobre el mismo lado que D (reflexividad).

b) Si D esta del mismo lado que F', entonces F esta del mismo
lado que D (simetria).

¢) Si D esta del mismo lado que F'y F esta del mismo lado
que G, entonces D esta del mismo lado que G (transitivi-

dad).

1) Suponga que los puntos D, F'y G estan alineados (ob-
serve que si las rectas a y DF' se cortan en un punto
M, puede usar el teorema [55| para concluir la prueba.
Si las rectas a y DF no se cortan, la conclusion es
obvia).

2) Suponga que los puntos D, F'y G no estan alineados.
Suponga para reducir el problema al absurdo que Dy
G no estan del mismo lado con respecto a a.

a’ Muestre que a corta a DG.

b’ Muestre que a debe cortar al segmento DF' o al
segmento FG.

¢’ Muestre que esto es contradictorio.
9. Concluya la prueba.

Definicion 86. Las clases de equivalencia del teorema [84] se llaman
lados de una recta. Decimos que una recta a de un plano «, junto
con otro punto A que no esta en a, del mismo plano, determinan un
semiplano o'. A la recta a la llamamos borde del semiplano, A los
puntos que estan del mismo lado que A con respecto a a los llamamos
puntos del semiplano de o de borde a que pasa por A. A los puntos
del otro lado los llamamos puntos del semiplano opuesto.

Definicion 87. Sea « un plano. Sean A y B puntos que no estan
en «. Si no hay puntos de a entre A y B, decimos que Ay B estdn
del mismo lado con respecto a «. Si hay puntos de « entre A y B,
decimos que A y B estdn en lados diferentes con respecto a .
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Teorema 88. (Separacion en el espacio)Cada plano « divide los
puntos del espacio que no le pertenecen en dos clases no wvacias, de
manera tal que dos puntos cualesquiera A y B de clases diferentes
determinan un segmento AB dentro del cual hay algun punto del plano
a, mientras que dos puntos arbitrarios A y A’ de una misma clase
determinan un segmento AA’ libre de puntos de «.

Ejercicio 89. Pruebe el teorema 88| siguiendo los pasos a continua-
cion.

1. Pruebe que dado un plano « cualquiera, existe un punto A que
no esta en a.

2. Vamos a probar que existe un punto X, que no esté en «, tal que
Ay X estan del mismo lado con respecto a « y existe un punto
Y, que no estd en «, tal que A y Y estan en lados diferentes
respecto de a.

a) Pruebe que Ay A estan del mismo lado con respecto a a.

b) Muestre que existe un punto O en a y un punto B tal que
O estd entre Ay B.

¢) Muestre que B y A estan en lados diferentes con respecto
a «. Dibuje esta situacion.

3. Considere un punto C' que no estid en a y que es distinto de A
y B. Muestre que puede darse una y solo una de las siguientes
situaciones (Note que si A, B y C estan alineados, existira un
unico punto O en comiin entre el plano « y la recta AB. Use
el teorema para concluir la prueba. Si A, B y C no estan
alineados, existird una recta a de corte entre el plano a y el
plano 8 determinado por A, B y c. Use el axioma de Pasch
para mostrar que a debe cortar a AC' o a BC' y use el teorema
para demostrar que s6lo lo hace una vez):

a) Ay C estan del mismo lado con respecto a a, y By C
estan en lados diferentes con respecto a a.
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b) By C estan del mismo lado con respecto a a, y Ay C
estan en lados diferentes con respecto a a.

4. Verifique que dado un plano «a y cualquier punto A que no esté
en «, los puntos se separan en los siguientes tres conjuntos no
vacios y disjuntos:

a) A={C: Ay C estan del mismo lado con respecto a o}
b) {C:C esta en o}
¢) B=C: Ay C estan en lados diferentes con respecto a a}

5. Sea D un punto cualquiera tal que A y D estan del mismo lado

con respecto a . Sean
a) A'=C: Dy C estan del mismo lado con respecto a a}
b) B = C : Dy C estan en lados diferentes con respecto a

a}

Muestre que A = A"y B = B’ (considere los casos en que A, C
y D estan alineado o no).

6. Sea D un punto cualquiera tal que A y D estan en lados dife-
rentes con respecto a . Sean

a) A ={C: Dy C estan del mismo lado con respecto a a}
b) B'={C : Dy C estan en lados diferentes con respecto a

a}
Muestre que A=B"y B=A'.

7. Concluya que dado un plano «, los puntos que no estan en
« estan solamente en dos conjuntos disjuntos no vacios con la
propiedad que si dos puntos cualquiera X y Y estan en uno de
los conjuntos entonces el segmento XY estd en este conjunto;
y si los puntos X y Y estan en conjuntos diferentes entonces el
segmento XY corta al plano «.
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8. Suponga que D, F'y G no estan sobre a. Muestre que:

a) D esté sobre el mismo lado que D (reflexividad).

b) Si D esta del mismo lado que F', entonces F esta del mismo
lado que D (simetria).

¢) Si D esta del mismo lado que F'y F' esta del mismo lado
que G, entonces D esta del mismo lado que G (transitivi-
dad).

1) Suponga que los puntos D, F'y G estan alineados (ob-
serve que si el plano « y la recta DF' se cortan en un
punto M, puede usar el teorema para concluir la
prueba. Si el plano « y la recta DF no se cortan la
conclusion es obvia).

2) Suponga que los puntos D, F'y G no estan alineados.
Suponga para reducir el problema al absurdo que D y

G no estan del mismo lado con respecto a a.

a’ Muestre que existe una recta a de corte entre oy

el plano determinado por los puntos D, F'y G.
b’ Muestre que a corta a DG.

¢’ Muestre que a debe cortar al segmento DF o al

segmento FG.
d’ Muestre que esto es contradictorio.

9. Concluya la prueba.

Definicion 90. Las clases de equivalencia del teorema [88] se llaman
lados de un plano.

= Decimos que un plano «, junto con otro punto A que no esta
en «, determinan un semiespacio S,.

= Al plano « le llamamos borde del semiespacio.

= A los puntos que estan del mismo lado que A con respecto a «
los llamamos puntos del semiespacio de borde o que pasa por A.
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= A los puntos del otro lado los llamamos puntos del semiespacio
opuesto.

Teorema 91. Sea un plano «, una recta a en o, un punto A en o a un
lado de a y un punto O en a. La semirrecta OA estd completamente
wncluida en el semiplano de o de borde a que pasa por A. Ademds, la
semarrecta opuesta de la OA estd en el semiplano de « de borde a que
no pasa por A.

Ejercicio 92. Pruebe el teorema (91| siguiendo los pasos a continua-
cion.

1. Dibuje la recta a = OP.

2. Marque un punto A fuera de a y llame a; al semiplano de borde
a que pasa por A.

3. Trace la recta b = OA.

4. Muestre que b solamente tiene un punto en comin con a y que
estd completamente en el plano determinado por A y a.

5. Dibuje un punto B del mismo lado que A con respecto a O
(sobre b).

6. Muestre que O no estd entre Ay B.

7. Muestre que B estd en oy (sugerencia: use el teorema [34)).

8. Concluya que la semirrecta OA esta completamente en ;.

9. Arrastre a B hasta que quede en la semirrecta opuesta a OA.

10. Muestre que O esta entre A y B (sugerencia: considere el teo-

rema .

11. Muestre que B esté en el semiplano opuesto a «; (sugerencia:
use el teorema [34).
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12. Concluya que la semirrecta opuesta a OA estd completamente
en el semiplano opuesto a «;.

13. Concluya la prueba.

Teorema 93. Sea un plano o, un punto A que no estd en o y un
punto O en «. La semirrecta OA estd completamente incluida en el
semiespacio de borde o que pasa por A. Ademds, la semirrecta opuesta
de la OA estd en el semiespacio de borde o que no pasa por A.

Ejercicio 94. Pruebe el teorema (93| siguiendo los pasos a continua-
cion.

1. Abra una hoja de GeoGebra en la vista 3D y oculte los ejes
coordenados.

2. Marque un punto A fuera del plano zy.

3. Llame « al semiespacio de borde el plano zy que pasa por A.

4. Dibuje un punto O sobre el plano xy.

5. Trace la recta a = OA.

6. Muestre que a solamente tiene al punto O en comin con el plano
xy.

7. Dibuje un punto B del mismo lado que A con respecto a O
(sobre a).

8. Muestre que O no esté entre Ay B.
9. Muestre que B esta en « (sugerencia: use el teorema [8§)).
10. Concluya que la semirrecta O A estd completamente en a.
11. Arrastre a B hasta que quede en la semirrecta opuesta a OA.

12. Muestre que O esté entre Ay B.
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13.

14.

15.

Muestre que B esta en el semiplano opuesto a « (sugerencia:
use el teorema [88)).

Concluya que la semirrecta opuesta a OA estd completamente
en el semiplano opuesto a «.

Concluya la prueba.

Definicion 95. A un par no ordenado de semirrectas h y k del mismo
origen O no colineales lo llamamos dngulo y lo denotaremos < (h, k)

o hk.

A las semirrectas h y k las llamamos lados del dngulo < (h, k)
y a O vértice.

A los puntos que estan del lado de la prolongacion de h don-
de esta k y del lado de la prolongaciéon de k donde esta h los
llamamos puntos interiores de < (h, k).

Al conjunto de los puntos interiores de un angulo lo llamamos
interior del dngulo.

A los angulos < (h,~ k) y< (~ h, k) los llamamos dngulos ad-
yacentes al dngulo < (h, k), donde ~ h,~ k son las semirrectas
opuestas de h y k, respectivamente.

Al angulo < (~ h,~ k) lo llamamos dngulo opuesto del dngulo
< (h,k), donde ~ h,~ k son respectivamente las semirrectas
opuestas de h y k, respectivamente.

Debido a que las semirrectas quedan definidas por su origen y
por un punto por donde pasan, podemos determinar un angulo
senalando puntos sobre sus lados y el vértice. Mas precisamente,
si Ay B son puntos d/eiy k respectivamente, entonces < (h, k)

se puede notar por AOB. Cuando quede claro por el vértice a
qué angulo nos referimos, notamos O .
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Proposicion 96. Un dngulo cualquiera o =< (h,k) determina un
plano m, que pasa por h y k y por cualquiera de los puntos interiores
de a.

Ejercicio 97. Pruebe la proposicién [06] (sugerencia: use el teorema

12)

Teorema 98. Sean tres puntos A, B y C, no alineados. Cualquier
otro punto del plano determinado por A, B y C, que no se encuentre
sobre las rectas que unen estos puntos, se encontrard en el interior de
algunos de los dngulos: 1@, @, o BAC o en sus opuestos.

Ejercicio 99. Pruebe el teorema [9§| siguiendo los pasos a continua-
cion.

1. Dibuje los puntos no alineados A, By C' y las rectas a = BC,
b=ACvyc=AB.

2. Llame « al lado de a que contiene a A y ~ « al opuesto; 5 al
lado de b que contiene a B y ~ [ al opuesto y; v al lado de ¢
que contiene a C'y ~ 7 al opuesto.

3. Verifique que:

(aU~a)= (U~ B)=(1U~7)
= (aU~a)N(BU~ B)N (YU ~7)
=(anNpBNy)U(anpn~y)U(an~pgNy)U
(2.5.1)
U(an~pN~y)U(~anpny)u
U(~anpne~y)U(~an~BNy)U
U(~an~pNn~~)

4. Suponga para reducir el problema al absurdo que existe un pun-
to D que estd en ~ aN ~ SN ~ . Dibuje a D en el interior de
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a) Muestre que entre A y D debe existir un punto F que esta
en la recta a. (Note que A esta en «). Dibuje a E.

b) Muestre que la semirrecta opuesta a la AD corta a a en
un punto F' en el segmento BC. Dibuje a F.

¢) Muestre que E esta entre D y F' (sugerencia: use el teorema
de los segmentos encajados .

d) Muestre que E' y F son distintos.

e) Muestre que esto conduce a una contradiccion.

5. Muestre que

6. Muestre que el tltimo miembro de la ecuacion 2.5.1] se reduce a

(@ngny)U(anpn~y)U(en~BNy)U(~n~y)u
(~anBNY)U(~an~7y)U(~an~pB)

que es equivalente a

[(anBny)U(anpn~y)]u
[(anBny)U(en~pBNy)uU

[(anBnNy)U(~anBny)u
(~ BN~y U(~an~7)U(~an~ p)

que a su vez equivale a

(anp)U(any)u(Bny)u
(~ BN ~y)U(~an~y)U(~an~j)

7. Concluya la prueba.

Definicién 100. Si un segmento tiene sus extremos sobre cada lado
de un angulo decimos que se apoya en el dngulo. Si una semirrecta
tiene origen en el vértice de un angulo y pasa por un punto interior
de este angulo, le llamamos semirrecta interior del angulo.
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Proposicion 101. Sea el dngulo < (h,k) y sean los puntos A y B
sobre h y k respectivamente. Los puntos interiores del segmento AB
son puntos interiores del < (h,k). En otras palabras, los segmentos
que se apoyan en un dngulo tienen sus puntos interiores en el interior
del angulo.

Ejercicio 102. Pruebe la proposicion [10]]
1. Dibuje dos semirrectas h y k de origen comin O.

2. Marque un punto A en h y un punto B en k y el segmento
a= AB.

3. Llame « al semiplano de borde la prolongaciéon de h que contiene

a By [ el semiplano de borde la prolongaciéon de k que contiene
a A.

4. Muestre que las semirrectas k y AB estan en « y que las semi-
rrectas h y BA estan en 8 (sugerencia: use el teorema [91).

5. Muestre que el segmento AB esté en las semirrectas AB y BA
(sugerencia: use la proposicion [58).

6. Concluya la prueba.

Proposicion 103. Sea el dngulo < (h,k) y sea el punto A en el
interior de < (h, k). Los puntos de la semirrecta OA son puntos inte-
riores del < (h, k) y los puntos interiores de la semirrecta opuesta de
la OA son puntos interiores del dngulo opuesto al < (h,k). En otras
palabras, las semirrectas interiores de un dngulo tienen sus puntos
interiores en el interior del dngulo, y las semirrectas opuestas a las
interiores de un dngulo estdn en el interior del dngulo opuesto.

Ejercicio 104. Pruebe la proposicion [103]

1. Dibuje dos semirrectas h y k de origen comin O.

2. Marque un punto A en el interior de < (h,k) y la semirrecta
a= 0A.
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8.

Llame « el semiplano de borde la prolongaciéon de h que contiene

a Ay [ el semiplano de borde la prolongacion de k que contiene
a A.

Muestre que las semirrectas k y OA estdn en a y que las semi-
rrectas by OA estan en 3 (sugerencia: use el teorema [91).

Muestre que la semirrecta OA esté en el interior de < (h, k).

Muestre que las semirrectas ~ k y la opuesta de OA estan en
~ « y que las semirrectas ~ h y la opuesta de OA estan en
~ (3, donde ~ h y ~ k son las semirrectas opuestas de h y k
respectivamente, y ~ a y ~ [ son los semiplanos opuestos de «
y [ respectivamente (sugerencia: use el teorema .

Muestre que la semirrecta opuesta de OA esta en el interior de
< (~h,~ k).

Concluya la prueba.

Corolario 105. Sea un dngulo < (h,k) de origen O y un segmento
a = AB que se apoya en el angulo. Si una semirrecta de origen O
corta a a, entonces es interior al dngulo < (h, k).

Ejercicio 106. Pruebe el corolario [105] siguiendo los pasos a conti-
nuacion.

. Dibuje un segmento a = AB y un punto O que no esté en la

prolongacién de a.

. Trace las semirrectas h = OAy k= OB.

Marque un punto C' en AB.
Muestre que C' es interior de < (h, k).
Muestre que la semirrecta b = OC' es interior.

Concluya la prueba.
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Corolario 107. Toda semirrecta interior y todo segmento que se apo-
ya en un dngulo o estan en el plano determinado por o.

Ejercicio 108. Pruebe el corolario [L07] (sugerencia: use el teorema
y las proposiciones y [103)).

Teorema 109. Toda semirrecta interior a un dngulo corta a cualquier
segmento que se apoya en el dngulo.

Ejercicio 110. Pruebe el teorema [109| siguiendo los pasos a conti-

nuacion.

1. Dibuje los puntos A, B y O no alineados.

2. Trace las rectas a = AO y b = BO.

3. Trace el segmento AB.

4. Marque un punto C' en el interior de AOB.

5. Trace la recta ¢ = OC.

6. Marque un punto A’ tal que O esté entre Ay A'.

7. Muestre que los puntos A, B y A’ no estan alineados.

8. Muestre que ¢ no pasa por puntos interiores de A0B (sugeren-
cia: estudie a c en sus semirrectas componentes y use la propo-
sicion (103)).

9. Muestre que los puntos interiores del segmento A’B estan en el
interior del A’OB (sugerencia: use la proposicion [101)).

10. Aplique el axioma de Pasch a los puntos A, By A’ y a ¢ para
mostrar que ¢ debe cortar a AB.
11. Concluya la prueba.

Definicién 111. Dadas las semirrectas a, b y ¢, decimos que b estd
entre a'y ¢ si a 'y c tienen el mismo origen pero no son colineales, y b
es una semirrecta interior del angulo < (a, c).
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Lema 112. (Lema de las semirrectas encajadas) Si una semi-
rrecta c estd entre las semirrectas a y d, y una semirrecta b entre las
semarrectas a y ¢, entonces b se encuentra astmismo entre a y d, y c
entre b y d.

Figura 2.5.1: Semirrectas encajadas

Ejercicio 113. Pruebe el lema[112]siguiendo los pasos a continuacion.

1. Dibuje las semirrectas a, b, ¢ y d de origen comtin O de modo
que c esté entre a y d, y b entre a y c.

2. Trace el segmento e = AD con Ay D sobre a y d respectiva-
mente.

3. Use el teorema para demostrar que existe un punto C' de
corte de ¢y e. Dibuje a C.

4. Use el teorema para demostrar que existe un punto B de
corte de b y e. Dibuje a B.

5. Use el teorema [37] para demostrar que B esta entre Ay D.
6. Pruebe que b esté entre a y d.

7. Concluya la prueba.

Corolario 114. Sean cuatro puntos no alineados tres a tres A, B, C
y P. Entonces, la recta determinada por P y alguno de los puntos A,
B o C cortard alguno de los segmentos BC', AC o AB.
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Figura 2.5.2: Recta determinada por dos de cuatro puntos no alinea-
dos corta al segmento determinado por los otros dos.

Ejercicio 115. Pruebe el corolario [114] siguiendo los pasos a conti-
nuacion.

1. Dibuje los puntos no alineados tres a tres A, B, C'y P.

2. Muestre que P se encuentra en el interior de algunos de los
angulos ABC, BC'A, o BAC o en sus opuestos (sugerencia: vea

el teorema [98)).

3. Suponga que P se encuentra en el interior del angulo 1@\0
Arrastre el punto P hasta que se ilustre este caso.

a) Dibuje la semirrecta a = BP.
b) Muestre que a corta al segmento AC.

¢) Concluya para este caso el teorema.

4. Suponga que P se encuentra en el interior del angulo opuesto
del ABC'. Arrastre el punto P hasta que se ilustre este caso.

a) Dibuje la semirrecta opuesta b de a.

c

)

b) Note que b estd en el angulo ABC.
) Muestre que b corta al segmento AC.
)

d) Concluya para este caso el teorema.
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d.

6.

Considere los casos restantes para las posiciones de P.

Concluya la prueba.

Proposicion 116. La relacion estar entre definida para las semi-
rrectas intertores de un dngulo o cumple las siguientes propiedades:

1.

Sean a, b y ¢ semirrectas, si b se encuentra entre la a ¥y c,
entonces a, b y ¢ son coplanares y distintas, y b se encuentra,
asimismo, entre c y a.

2. Cualesquiera que sean las semirrectas del mismo origen no co-

lineales a y c, existe al menos una semirrecta b sobre el plano
determinado por el dngulo < (a,c) tal que c estd entre a y b.

3. Entre tres semirrectas del mismo origen no colineales, a lo sumo

una de ellas puede encontrarse entre los otros dos.

Ejercicio 117. Pruebe la proposicion siguiendo los pasos a con-
tinuacion.

1.

Muestre que si b se encuentra entre la a y ¢, entonces a, b y ¢
son coplanares y distintas, y b se encuentra, asimismo, entre c
y a (sugerencia: use el corolario [107)).

Dibuje dos semirrectas del mismo origen O no colineales a y c.

Marque dos puntos A y C sobre a y ¢ respectivamente.

. Muestre que A y C' son distintos.

Trace la recta r = AC.

Muestre que existe en 7 un punto B tal que C' esta entre Ay
B. Dibuje a B.

Dibuje a la semirrecta b = OB.

. Muestre que el segmento AB se apoya en < (a, b).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Muestre que C es interior de < (a, b).
Muestre que ¢ es semirrecta interior de < (a,b) .

Muestre que, cualesquiera que sean las semirrectas del mismo
origen no colineales a y ¢, existe al menos una semirrecta b sobre
el plano determinado por el angulo < (a, c) tal que ¢ esta entre
ayb.

Dibuje tres semirrectas a, b y ¢ de tal modo que b sea interior a
< (a,c).

Dibuje dos puntos A y C' en las semirrectas a y c.

Pruebe que existe un punto B de corte del segmento AC' con la
semirrecta b. Dibuje a B.

Pruebe que A, B y C son distintos.

Suponga para reducir el problema al absurdo que a estéa entre b
y C.

a) Pruebe que existe solamente un corte de la semirrecta a
con la recta AB y que ese corte debe ser A.

b) Pruebe que el segmento BC'y a se cortan.
¢) Muestre que esto contradice el axioma | IT 3|

Concluya la prueba.

Proposicion 118. Sean h y h' semirrectas opuestas de origen O y
sean a y b semirrectas de origen O que estdn del mismo lado con
respecto la prolongacion de h. Entonces solamente son posibles los
stquientes tres casos excluyentes:

1.

a=b.

2. b es interior del dngulo < (a,h) y a es interior del dngulo <

(b, h).
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3. a es interior del dngulo < (b,h) y b es interior del dngulo <

(a, h).
Ejercicio 119. Pruebe la proposicién siguiendo los pasos a con-
tinuacion.
1. Dibuje una recta r = OA.

2.

10.
11.

Marque un punto B en r tal que O esté entre Ay B.

Trace una semirrecta a = OC.

. Trace los segmentos s = AC' y t = BC.

Marque un punto D del mismo lado que C' con respecto a 7.
Dibuje una semirrecta b = OD distinta de a.

Muestre que la prolongacién de la semirrecta b debe cortar al
segmento s o al segmento ¢.

Muestre que a, b, s y t estdn a un mismo lado de r.

Muestre que la semirrecta b debe cortar al segmento s o al seg-
mento .

Trace las semirrectas h = OAy ' = OB.
Suponga que b corta a s en un punto E. Trace a F.

a) Muestre que E es interior del angulo < (a, h).
) Pruebe que b es una semirrecta interior del angulo < (a, h).
¢) Trace el segmento ¢ = FA.
)

Aplique el teorema a los puntos A, F, By C, para
demostrar que debe existir un punto F' entre E/'y B. Dibuje
a F.

e) Muestre que F' es interior del d4ngulo < (a, ').

f) Concluya la prueba en este caso.
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12. Arrastre a b hasta que corte al segmento ¢ en un punto G. Trace

Muestre que G es interior del angulo < (a, /).
Pruebe que b es una semirrecta interior del angulo < (a, ).
Trace el segmento d = GA.

Aplique el teorema a los puntos B, G, Ay C, para
demostrar que debe existir un punto H entre GG y A. Dibuje
a H.

e) Muestre que H es interior del angulo < (b, k).
f) Pruebe que a es una semirrecta interior del &ngulo < (b, h).

g) Concluya la prueba en este caso.
13. Concluya la prueba.

Teorema 120. Dado un dngulo o« y un segmento a que se apoya
en «, existe una funcion biyectiva v con dominio el conjunto de las
semarrectas interiores de o, y codominio el conjunto de los puntos
interiores de a, tal que dadas tres semirrectas h, k y | interiores a a,
k estd entre h y 1, siy sdlo si v (k) estd entre v (h) y v ().

Ejercicio 121. Pruebe el teorema [120] siguiendo los pasos a conti-
nuacion.

1. Dibuje tres puntos no alineados A, O y B.

2. Trace las semirrectas a = OA, b = OB y dos semirrectas inte-
riores a < (a,b) ¢ =0C y d = 0D, con c entre a y d.

3. Trace la recta e = AB.
4. Oculte C'y D.
5. Marque el corte C' de c con e y el corte D de d con e.

6. Muestre que C esté entre Ay D.

63



CAPITULO 2. ORDEN

10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

17.

18.

Defina la relacién v entre las semirrectas interiores del angu-
lo AOB y los puntos interiores del segmento AB de la forma
siguiente: una semirrecta = interior del angulo AOB esta rela-
cionada con un punto interior Y del segmento AB si y sélo si
Y estd en x.

Muestre que v tiene comportamiento funcional, es decir, a cada

semirrecta interior x del angulo AOB le corresponde un tnico
punto Y de AB (sugerencia: use el teorema para probar la
existencia y el axioma para probar la unicidad).

Muestre que v es inyectiva, es decir, que si v (x1) = v (z9) tiene
7 ?

que ser porque T; = Ts, CON X1 V To Semirrectas interiores a

—_—

AOB (sugerencia: use el axioma .

Muestre que v es sobreyectiva, es decir, para cualquier punto Y
—_—

interior de AB, existe una semirrecta x interior a AOB, tal que
v(z) =Y (sugerencia: use el axioma | I 1).

Concluya que v es biyectiva.

Dibuje las semirrectas h, k, y [ interiores a A/O\B, tal que k esté
entre h y [.

Sean H =v (h), K =v(k), L=v(l). Dibujea H, Ky L.
Pruebe que K esté entre H y L (sugerencia: use el teorema [109))

Concluya con la condicion necesaria de la tltima afirmacion del
teorema.

Borre a h, k y L.

Marque tres puntos H, K y L en el segmento AB, tal que K
estd entre H y L.

Sean h, ky [ talesque H = v (h), K = v (k), L = v (l). Verifique
la existencia de h, k y [. Dibuje a h, k y L.
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19.
20.
21.
22.

23.

Muestre que el segmento H L se apoya en el angulo < (h, ).
Muestre que K es un punto interior al angulo < (h, ).
Muestre que k es una semirrecta interior al angulo < (h, ).
Concluya con la condicion suficiente.

Concluya la prueba.

Corolario 122. Seqa el dngulo < (a,b) y sean los puntos A y A’ sobre
a y By B sobre b. Eriste una biyeccion w entre los puntos interiores
de los segmentos AB y A'B’' que preserva la relacion estar entre
de segmentos. St P y @ son puntos en el segmento AB tales que
P <ap Q, entonces m(P) <ap 7(Q).

Ejercicio 123. Pruebe el corolario [122] siguiendo los pasos a conti-
nuacion.

1.

2.

Dibuje la situaciéon del corolario.

Dibuje tres puntos H, K, L sobre el segmento AB, tal que K
esté entre H y L.

Considere v vy v, dos biyecciones del tipo consideradas en el
teorema entre las semirrectas interiores de < (a,b) y los
puntos interiores de AB y A'B’ respectivamente.

Pruebe que existen tnicas semirrectas interiores de < (a,b),

h=v'(H), k=v;'(K),l=v;'(L). Dibuje a h, ky I.
Pruebe que £ esta entre h y (.

Pruebe que existen tdnicos puntos interiores de A'B’', H' =
ve(h), K' =y (k), L' =15 (l). Dibuje a H', K"y L'.

Pruebe que K’ esté entre H' y L.

Pruebe que m = vy0v; * es una biyeccién que preserva la relacion
estar entre.
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9. Suponga que P < Q. Dibuje a Py a Q.
10. Muestre que P estd entre A y Q.
11. Dibuje las semirrectas p = OP y ¢ = OQ.
12. Verifique que v; " (P) =py v; 1 (Q) = q.
13. Muestre que la semirrecta p es interior del angulo < (a, ).
14. Dibujea P' =15 (p) y Q' =112 (q) .
15. Muestre que P’ esta entre A" v ().
16. Muestre que P’ <ap Q.
17. Concluya la prueba.

Corolario 124. Sean tres semirrectas coplanares a, b y ¢ del mismo
origen O al mismo lado de una recta r que pasa por O, tal que b estd
entre a y c. Cualquier semirrecta h de origen O del mismo lado de r
que las anteriores cumple una y solo una de las siguientes condiciones:

1. centrea y h, c entre b y h y b entre a y h.
2. c=hybentreayh.
3. h entreb yc, h entre a yc yb entre a y h.

4. h=">by h entre a y c.

v

. hentreayb, h entrea ycyb entre h y c.
6. h=aybentre h y c.
7. a entre h y ¢, a entre h yb y b entre h y c.

Ejercicio 125. Pruebe el corolario m (sugerencia: use el teorema

y el corolario [48).
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2.6. Orden de semirrectas

2.6.1. Orden de semirrectas interiores de un angu-
lo

Definicién 126. Sea el angulo o =< (h, k), definimos el orden hk
(que denotaremos <) sobre las semirrectas interiores del angulo «
de la siguiente manera: Sean H y K puntos cualesquiera en los lados
h y k respectivamente, y sea v una biyeccion entre las semirrectas
interiores de o y los puntos del segmento H K, como en el teorema
Si a y b son semirrectas interiores de «, entonces a <p b si y solo
siv(a) <pg v(b).

Teorema 127. Sea el dngulo o =< (h, k). El orden hk es un orden
lineal, denso y abierto. Ademds es tnico, es decir, el orden hk no
depende de la eleccion de los puntos que se tomen sobre los lados del
angulo.

Ejercicio 128. Pruebe el teorema siguiendo los pasos a conti-
nuacion.

1. Pruebe la transitividad de este orden (sugerencia: Suponga tres
semirrectas a, b, y ¢ interiores a « tal que

a <pk b y b <pk C
es decir que
I/(Cl) <HK V(b) y V(b) <HK I/(C)

lo que implica que
v(a) <gg v(c)

que significa que a <y c.

2. Use la definicion de orden hk para mostrar que es un orden
lineal, que es denso y abierto.
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CAPITULO 2. ORDEN

3. Para mostrar que el orden definido no depende de la eleccion de
los puntos que se tomen sobre las semirrectas que son los lados
del angulo, reduzca el problema al absurdo, es decir, suponga
que para dos semirrectas interiores de «v, y para puntos H y H’
en hy Ky K'en k se cumple que v (a) <gg v (b) y v (b) <p/x

v(a).

a) Muestre que esto ltimo esta en contradiccion con el coro-

lario 1221

4. Concluya la prueba.

2.6.2. Orden en un haz de semirrectas

Definicion 129. Un haz de semirrectas es un conjunto de semirrectas
con origen comiun.

En lo subsiguiente entendemos que cuando nos referimos a un haz
consideramos a todas las semirrectas contenidas en un plano y con
origen comun.

Definicién 130. Sea O el origen comiin de las semirrectas de un haz
‘H, sea a una de las semirrectas de H. Definimos orden en el conjunto
H — {a} de semirrectas de la forma siguiente: sea r la prolongacion
de a y a uno de los semiplanos del plano determinado por H de
borde r al que llamamos superior y al opuesto inferior. Sean s y t
dos semirrectas de H distintas de a, y ~ a la semirrecta opuesta de
a. Definimos s < t si:

Caso 1. sy t estan en el semiplano superior y s es interior a ta.
Caso 2. s esta en el semiplano superior y t es ~ a.

Caso 3. t esta en el semiplano inferior y s es ~ a.

Caso 4. s esté en el semiplano superior y ¢ en el inferior.

Caso 5. syt estan en el semiplano inferior y ¢ es interior a Sa.
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Caso 1 Caso 2

Caso 3

Caso 4 Caso 5

Figura 2.6.1: Orden en un haz de semirrectas: s <t



CAPITULO 2. ORDEN

Teorema 131. Dado un haz H y una semirrecta a de H, las se-

marrectas restantes de H pueden ordenarse con dos ordenes opuestos
lineales que son densos y abiertos.

Ejercicio 132. Demuestre el teorema [131
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Capitulo 3

Congruencia

Trataremos con un predicado que relaciona segmentos AB y C'D.
Decimos que un segmento AB es congruente al segmento C'D o en
forma abreviada AB = CD para referirnos a este predicado. Tam-
bién trataremos con un predicado que relaciona dngulos < (h, k) y
< (W, K'). Decimos que un dngulo < (h,k) es congruente al dngulo
< (W, k) para referirnos a este predicado.

3.1. Axiomas de congruencia

IIT1 Si Ay B son dos puntos sobre la recta a, y A" es un punto
de la misma recta, o bien de otra recta o', siempre podemos
encontrar, a un lado prefijado de A’ sobre la recta a’, un punto
B’ y sblo uno, tal que el segmento AB es congruente al A’B’.
Para cada segmento AB exigimos la congruencia:

AB = BA

IIT 2 Si los segmentos A’B’ y A”B” son congruentes al mismo seg-
mento AB, entonces A’B’ es congruente al segmento A”B”, es
decir, si

A'B =ABy A"B" = AB
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I 3

I 4

I 5

entonces también

A/B/ = A//B//

Sean AB y BC dos segmentos sobre la recta a, sin puntos in-
teriores comunes y sean, ademas, A’'B’ y B'C’ dos segmentos
sobre la misma recta, o bien sobre otra a’ que tampoco poseen
puntos interiores comunes. Si

AB=A'B'y BC = B'C’,

entonces

AC = A'C’

Sean dados < (h, k) en el plano a, una recta @’ en este mismo
plano o bien en otro o’ y supongamos fijado un lado determinado
del plano o' con respecto a la recta a'.

Sea h' una semirrecta de la recta @’ con origen en el punto O’.
Entonces en el plano o existe una semirrecta k', y solo una, tal
que < (h, k) es congruente con < (h', k') y, ademas, todos los
puntos interiores de < (A, k') se encuentran en el lado prefijado
con respecto a a’.

Si < (h,k) =< (W,E), entonces < (k,h) =< (K',h'). Cada

angulo es congruente consigo mismo, es decir:

< (hk)y=<(hk)y < (hk) =< (k h)

Sean A, B, C tres puntos no pertenecientes a una misma recta y
A’, B, C" otros tres, tampoco pertenecientes a una misma recta.

Si
AB=A'B, AC = A'C' y BAC = B'AC
entonces

@E@’yA@Em’
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3.2.

Resultados de la congruencia, el orden
y la incidencia

Ejercicio 133. (Construccion de la herramienta Transporte
de segmentos). Construya una herramienta que reciba de entrada
los puntos A, B, C' 'y D y de salida un punto E que esté sobre la
semirrecta C'D y que AB = C'E. Siga los pasos a continuacion.

1.

2.

En una hoja de GeoGebra dibuje 4 puntos A, B, C'y D.

Trace la semirrecta a = CD.

Con la herramienta compas trace una circunferencia ¢ de radio
congruente al segmento AB, y centro C.

Marque el corte E de a y c.

En el ment “Herramientas” elija la opcion “Crear una nueva
herramienta”.

En la solapa “Objetos de salida”, elija “punto £”.
En la solapa “Objetos de entrada”, elija los puntos A, B,
CyD.

En la solapa “Nombre e Icono”, en el box “Nombre de la
Herramienta”, escriba Transporte de segmentos. Se rellena
solo el “Nombre de Comando”.

En “Ayuda de la herramienta”, escriba Eztremos del seg-
mento y origen de la semirrecta y un punto por donde pa-
sa.

En el boton “Icono” coloque un archivo del tipo imagen.

Al presionar el boton “Concluido” GeoGebra debe decirle
“Nueva herramienta creada correctamente”.

6. Vuelva al ment Herramientas, seleccione “Gestion de herramien-

77

tas”.
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a) Seleccione la opcion “Transporte de Segmentos”.

bb

b) Presione el boton “Guardar como....”.

¢) Llamelo “TransporteSegmento” (GeoGebra agregara la ex-
tension .ggt.).

7. Cierre el GeoGebra y vuélvalo a abrir.
8. En el ment Archivo seleccione la opcién “Abrir”.

9. Si las cosas salieron bien podra encontrar el archivo Transpor-
teSegmento.ggt. Abralo.

10. Haga unas pruebas con cuatro puntos cualquiera.

11. En el ment “Opciones” elija “Guardar la configuracion”. De este
modo, la herramienta aparecera por defecto cada vez que abra

el GeoGebra.

Lema 134. Si AB = A'B’, entonces AB = B'A'.

Ejercicio 135. Pruebe el lema [134] justificando los pasos a continua-
ciom.

1. BA' = A'B.

2. AB=A'B.

3. AB=A'B'y BA' = A'B" implica que AB = B'A’.
4. AB=B'A.

Teorema 136. La relacion de congruencia entre segmentos es de
equivalencia.

Ejercicio 137. Pruebe el teorema [136] justificando los siguientes pa-
S0s:

1. Reflexividad (sugerencia: use el lema[l34/con A’ = By B' = A).
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2. Simetria (sugerencia: use el axioma | III 2|y la reflexividad).
3. Transitividad (sugerencia: use el axioma | III 2|y la simetria).

4. Concluya la prueba.

Teorema 138. Sean tres puntos A, B y C sobre una recta a y sean
tres puntos A', B' y C" sobre una recta a'. Supongamos que AB =
A'B y AC = A'C'". Si B estd entre A y C, y B" y C' estdn del
mismo lado con respecto a A’, entonces B’ estd entre A" y C'. Ademds

BC = B'C'".

Ejercicio 139. Pruebe el teorema (13§ siguiendo los pasos a conti-
nuacion.

1. Dibuje las rectas a = AB y larecta o’ = A'B’.

2. Suponga para reducir el problema al absurdo que existe un pun-
to C de tal modo que B esté Ay C,y B’ no esté entre A’y C’
(con By C" sobre a’ del mismo lado A’), aunque AB = A'B’ y
AC = A'C’. Dibuje los puntos C'y C'.

a) Pruebe que existe un tnico punto C” en la semirrecta
opuesta a la B’A’ tal que BC' = B'C”. Dibuje a C”.

) Pruebe que AC = A'C".

) Pruebe que A'C" = A'C".

)

)

o) >~

S

Pruebe que C” = (".

e) Muestre que esto es un absurdo.

3. Concluya con la prueba.

Definicién 140. Supongamos que sobre la recta a se ha fijado un
sistema de puntos Ag, Aq,..., A,_1, A, y sobre d, el sistema

Ay, Al AL AL ST para cada @ # j, 0 < 4,j < n, los segmentos
AiA;y A’A;- son congruentes, ambos sistemas se dicen congruentes.

()
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Proposicion 141. Si los sistemas A, B,C y A', B, C" son congruen-
tes y B estd entre A y C, entonces B’ estd entre A" y C'.

Ejercicio 142. Pruebe la proposicion (sugerencia: pruebe pri-
meramente que solamente pueden darse los casos: B’ y (' estan del
mismo lado de A" o A’ y B’ del mismo lado que C’ y use el teorema
133).

Teorema 143. Si en dos sistemas congruentes Ag, A1, ..., An_1, Ay
y AL AL AL AL el punto A, 0 < i < n, deja a Ay,..., A
de un lado y a Aiyq, ..., A, del otro, entonces A, (0 <i <n) deja a

Ay, A deunlado y a A}, ..., A, del otro.

Ejercicio 144. Pruebe el teoremam (sugerencia: pruebe por induc-
cion. Note que para n = 2 la prueba es consecuencia de la proposicion
141] Para probar el paso inductivo basta mostrar que A]_; esta del
lado contrario de Aj con respecto a A} (0 < j <n) ).

3.3. Congruencia de tridngulos

Definicién 145. Definimos tridngulo como una terna no ordenada
de tres puntos A, B y C' que no estan alineados. Lo denotamos por
ABC'. A los puntos A, B y C' los llamamos vértices del triangulo y
a los segmentos que unen en_pares de vértices, lados del tridAngulo. Los
angulos ABC’ BCA y CAB son los dngulos interiores del tridngulo.
Los angulos adyacentes a los &ngulos interiores de un tridngulo son los
dangulos exteriores del tridngulo. A los puntos que estan en el interior
de los tres &ngulos interiores del tridngulo los llamamos interiores del
triangulo.

Definicion 146. El triangulo ABC' se dice congruente al A’B'C" si

AB=A'B', AC = A'C", BC = B'C",
A=A, B=ByCc=0C

y se denota ABC = A'B'C".
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Teorema 147. (Criterio LAL) Si en dos tridngulos ABC y A'B'C’
tienen lugar las congruencias

AB=AB, AC=AC yA=A

entonces ABC = A'B'C".

Ejercicio 148. Pruebe el teorema [147] siguiendo los pasos a conti-
nuacion.

1.
2.

10.
11.

12.

Dibuje el triangulo ABC.

Trace la semirrecta a = A’D, con D un punto cualquiera del
plano.

Transporte el segmento AB sobre a, con la herramienta creada
Transporte de Segmentos. Al punto creado llamelo B'.

. Oculte el punto D.

~

Marque el angulo o = A.

Use la herramienta Angulo dada su amplitud para dibujar un
angulo 8 de lado A’B’ y de amplitud «. Aparecera un punto
B".

Trace la semirrecta f = A’'B".

Transporte el segmento AC sobre f. Al punto creado llamelo
.

Oculte B”.
Dibuje el triangulo A’B'C".

Muestre que B=71 y C=0C (sugerencia: use el axioma
5)

Suponga, para reducir el problema al absurdo, que el segmento
BC no es congruente con el segmento B'C".
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13.

a) Dibuje un punto D’ # C’ sobre la semirrecta B'C" y su-
ponga que el segmento B'D’ es congruente con BC.

b) Muestre que A = BAD yC = BDA.

¢) Muestre que esto es contradictorio.

Concluya con la prueba.

Teorema 149. (Criterio ALA) Si en dos triangulos ABC y A'B'C’
tienen lugar las congruencias

AB=AB, A=A, yB=T1

entonces ABC = A'B'C’

Ejercicio 150. Pruebe el teorema [149| siguiendo los pasos a conti-
nuacion.

1.

2.

Dibuje el triAngulo ABC.

Trace la semirrecta d = A’D, donde D es un punto cualquiera
del plano.

Transporte el segmento AB sobre d. Al punto creado llamelo
B
Oculte el punto D.

Marque el angulo oo = A.

Use la herramienta “Angulo dada su amplitud” para dibujar un
angulo § de lado A’B’ y de amplitud «. Aparecera un punto
B".

Trace la semirrecta e = A’B”.

Oculte B”.

. Marque el angulo v = B.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Use la herramienta “Angulo dada su amplitud” para dibujar
un angulo § de lado B’A’ y de amplitud v, del mismo que la
semirrecta e, con respecto a d. Aparecera un punto A”.

Trace la semirrecta f = B’A”.

Oculte A”.

Marque un punto D’ sobre f distinto de la posible interseccion
de e con f. (Esta interseccion no puede asegurarse con los axio-
mas asumidos hasta ahora, dado que aun no hemos admitido el
axioma de las paralelas).

Suponga, para reducir el problema al absurdo, que el segmento
B'D’ es congruente con el segmento BC.

a) Muestre que los triangulos ABC'y A’ B’'D’ son congruentes
(sugerencia: use el criterio LAL)

b) Muestre que A = BAD =B AB.

¢) Muestre que esto es contradictorio.

Concluya con la prueba.

Teorema 151. (Suma y resta de dngulos) Sean h,k,l y W K U
trios de semirrectas que parten de los puntos O y O' respectivamen-
te, tal que cada trio se encuentre en un mismo plano. Supongamos,
ademds, que alguna de las semirrectas h, k,l se encuentre en el inte-
rior del dngulo determinado por las otras dos y la semirrecta corres-
pondiente en la terna W', K',l' se encuentre en la misma disposicion.
Entonces, si

<) =< 1)y <1,k =< ,K)

se sigue que

< (hk) =< (I, K)
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Figura 3.3.1: Suma y resta de angulos

Ejercicio 152. Pruebe el teorema [151] siguiendo los pasos a conti-
nuacion.

1. Dibuje las semirrectas h, k y [ con origen comun O, tal que [

sea interior al angulo formado por las otras dos. (Caso 1: [ entre
hyk).

2. Marque los puntos A y B sobre h y k respectivamente y el
segmento a = AB.

3. Muestre que existe un punto C' de corte entre a y [. Dibuje a C.
4. Marque los dngulos a = A0C y = BOC.

5. Marque dos puntos O" y D.

6. Trace una semirrecta I’ = O'D.

7. Dibuje la semirrecta h' que resulta de la rotacion en sentido
horario de la semirecta [’ con centro O’ un angulo « (vea la

figura [3.3.1)).
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8. Dibuje la semirrecta k' que resulta de la rotacién en sentido

antihorario de la semirecta !’ con centro O’ un angulo 5 (vea la

figura|3.3.1)).

9. Suponga para reducir el problema al absurdo que < (h, k) no es

10.

11.

12.

congruente a < (h', k).

a) Muestre que debe existir una semirrecta k; # k' del mismo
lado donde esta I’ con respecto a b’ tal que < (h,k) =<
(h/7 kl) leUJe a ]{31.

) Dibuje sobre ' un punto A’ tal que OA = O'A’.

¢) Dibuje sobre k; un punto B’ tal que OB = O'B’.

d) Trace el segmento b = A'B’.

e) Muestre que OAB = @, O'B'A' = OBA y AB =
A'B.

f) Muestre que sobre la semirrecta A’B’ debe haber un punto
C" tal que AC = A'C' y que se encuentre entre A’ y B'.
Dibuje a C".

g) Muestre que los triangulos OAC y O’ A’C" son congruentes.

b

>

) Pruebe que C” es también el corte de I’ y b.

i) Muestre que los segmentos B'C’ y BC son congruentes.

J
k
l

Muestre que los triangulos OC B y O'C’ B’ son congruentes.
Pruebe que COB=COB.
Llegue a una contradiccion.

)
)
)
)

Concluya el Caso 1.
Abra otra hoja de GeoGebra.

Dibuje las semirrecta h, k y [ con origen comin O, tal que k sea
interior del angulo formado por las otras dos. (Caso 2: k entre

hyl).
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Marque los puntos A y C' sobre h y [, respectivamente, y el
segmento a = AC.

Muestre que existe un punto B de corte entre a y k. Dibuje a
B.

Marque los angulos o = AOC y (8= BOC.
Marque dos puntos O’ y D.
Trace una semirrecta I’ = O'D.

Dibuje la semirrecta h’ que resulta de la rotacion en sentido
antihorario de la semirecta I’ con centro O’ un angulo « (vea la

figura [3.3.1)).

Dibuje la semirrecta k' que resulta de la rotacion en sentido
antihorario de la semirecta I’ con centro O’ un angulo 5 (vea la

figura [3.3.1)).

Dibuje sobre h' un punto A’ tal que OA = O'A’.

Dibuje sobre I’ un punto C”’ tal que OC = O'C".

Trace el segmento b = A'C".

Muestre que OAC! = O%’, O'C"A' = OCA y AC = A'C'.

Marque un punto B’ sobre la semirrecta C'A’ de tal manera que
CB=CB.

Pruebe que B’ tiene que estar entre A’y C' v que AB = A'B’.
Muestre que los tridngulos OBA y O'B’A’ son congruentes.
Pruebe que AOB = AO'B.

Concluya la prueba.
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Teorema 153. Sean h,k,l y b/, k'l trios de semirrectas que parten
de los puntos O y O' respectivamente, tal que cada trio se encuentre
en un mismo plano. Supongamos, ademds, que las semirrectas k,l se
encuentran en el mismo lado con respecto a h y las semirrectas k',
se encuentran en el mismo lado con respecto a h'. Entonces, si

< (h) =< (W) y < (hk) =< (1K)

y si k estd entre h y 1, se sigue que k' estd entre h' y ' y

< (k) =< (I'.K)

Ejercicio 154. Pruebe el teorema [153| siguiendo los pasos a conti-
nuacion.

1.

10.

11.

Dibuje las semirrecta h, k y [ con origen comin O, tal que k sea
interior del angulo formado por las otras dos.

. Marque los puntos A y C sobre h y [, y el segmento a = AC.

Muestre que existe un punto B de corte entre a y k. Dibuje a
B.

Marque los angulos o = AOC y (= AOB.

. Trace una semirrecta b’ = O'D.

Dibuje dos angulos v y 0 de lado O’'D de amplitud « y 3 res-
pectivamente, del mismo lado de O'D. Apareceran los puntos
D'y Dj.

Trace las semirrectas ' = O'D' y k' = O'Dy.

Dibuje sobre h' un punto A’ tal que OA = O'A’.

Dibuje sobre I’ un punto C’ tal que OC = O'C".

Oculte D, D" y Dj.

Muestre que OAC = O/R’, O'CTA' = OCA y AC = A'C.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

Trace la semirrecta b = A'C".

Dibuje sobre b un punto B" y suponga que AB = A’B’. (No use
la herramienta transporte de segmentos y no lo dibuje tal que
coincida con el corte de by k).

Muestre que B’ esta entre A’y C' y que BC = B'C".

Muestre que los angulos COB y C'O'B’ son congruentes.

Muestre que k' pasa por B’.

Concluya la prueba.

Definiciéon 155. Un triangulo es isdsceles si tiene dos lados con-
gruentes. Al tercer lado lo llamamos base del triangulo isosceles .

Teorema 156. (Pons Ansinorum) En un tridngulo isdsceles los
dangulos de la base son congruentes.

Ejercicio 157. Demuestre el teorema [L56| mediante los pasos siguien-

tes:

. Trace un segmento a = AB.

Cree un deslizador de tipo nimero, de nombre b en el intervalo
0 a 5 con incremento 0,1.

Dibuje una circunferencia ¢ con centro A y radio b.

. Dibuje una circunferencia d con centro B y radio b.

Arrastre el deslizador b hasta que las circunferencias se corten.
Marque un punto de corte C' de ¢y d.

Marque el poligono ABC. ;jQué caracteristica tiene la figura
encontrada?
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8.

9.

Use el criterio LAL para mostrar que el tridangulo AC'B es con-
gruente con el BC'A.

Concluya la prueba.

Teorema 158. Si en un tridangulo hay dos dngulos congruentes, el
triangulo es isosceles.

Ejercicio 159. Demuestre el teorema [158 mediante los siguientes
pasos.

1.

2.

Trace un segmento a = AB.

Cree un deslizador de tipo dngulo, de nombre « en el intervalo
0° a 90° con incremento 5°.

. Use la herramienta “Angulo dada su amplitud” para dibujar un

angulo 5 de lado AB y de amplitud a. Aparecera un punto A’
de tal modo que ABA’ = a.

. Use la herramienta “Angulo dada su amplitud” para dibujar un

angulo v de lado BA y de amplitud «a, del mismo lado que (8
con respecto a la prolongaciéon de a. Aparecera un punto B’ de
tal modo que BAB = a. Si ~v queda en lado distinto que [
respecto de AB, haga Crtl+Z y repita este paso seleccionando
el sentido contrario.

Trace las rectas b= AB"y ¢ = BA'.

. Marque la interseccion de ¢y by llamele C.

Marque el poligono ABC' ;Qué caracteristica tiene la figura
encontrada?

Use el criterio ALA para mostrar que el tridngulo CAB es con-
gruente con el CBA. Muestre que los lados AC' y BC son con-
gruentes.

Concluya la prueba.
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Teorema 160. (Criterio LLL) Si en dos triangulos ABC y A'B'C’
tienen lugar las congruencias

AB= A'B, BC=B'C' yCA=C'A

entonces ABC = A'B'C".

Ejercicio 161. Pruebe el teorema [160| siguiendo los pasos a conti-
nuacion.

10.

. Dibuje el triangulo ABC.

Trace una semirrecta d = A’D.

Marque en d un punto B’ tal que AB = A’'B’.

. Oculte el punto D.

Trace la circunferencia e de centro A’ y de radio congruente al
segmento AC.

Trace la circunferencia f de centro B’ y de radio congruente al
segmento BC.

Marque una interseccion C’' de e y f.
Oculte d, ey f.
Trace los segmentos ¢ = A'B’', b/ = AC"y o = B'C".

Suponga, para reducir el problema al absurdo, que BAC y
B’A’C" no son congruentes

a) Pruebe que debe existir una semirrecta g = A’E del mismo
lado que C” con respecto a la recta A’B’, de tal forma que
BAC = B'’A’E. Dibuje a g con lineas de trazos.

—

b) Marque el angulo o« = B’A’E.
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¢) Trace el angulo 5 del otro lado de C’ con respecto a la
recta A'B’, de lado A’B’ y de amplitud «. Aparecera un
punto B”.

d) Marque los puntos C” y C" sobre las semirrecta A'E y
A’B" de tal modo que AC = A'C"y AC = A'C".

e) Oculte E'y B”.

f) Marque los segmentos b’ = A'C" o = B'C", b" = A'C"
y al// — BIC///'

g) Pinte de rojo a los segmentos a, a’, a” y a
b, vy b, v de negro a cy c.

" de azul a b,

h) Muestre que los triangulos ABC' y A’B'C"” son congruen-
tes, y que los tridngulos ABC' y A’B’C" también son con-
gruentes.

i) Muestre que los segmentos a, a’, a” y @’ son congruentes.
Igualmente b, b, b" y b"; y cy .

j) Trace el segmento h = C'C".
k) Pruebe que AICICm = Arem ey y que B'C'C" = BICmC!,

[) Pruebe que AC'B = AC"D (sugerencia: use el teorema
de suma y resta de angulos).

m) Pruebe que B'AC = BTAC™,

n) Muestre que esto lleva una contradiccion.
11. Concluya la prueba.

Teorema 162. Si < (h, k) =< (0, k') y < (h, k) =< (h", k"), enton-
ces < (W, k') =< (", k")

Ejercicio 163. Pruebe el teorema [162| siguiendo los pasos a conti-
nuacion.

1. Dibuje los puntos O, O" y O".
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10.

11.
12.

13.

14.
15.

Trace las semirrectas h = OA, Y = O0'By h" =O"C.

Trace la semirrecta k = OD.

. Marque el angulo o = A0D.

Trace dos angulos 3y v de amplitud « de lados A’ y h”. Apa-
receran puntos B’y C'.

Trace las semirrectas ¥’ = O'B' y k" = O"C".

Marque un punto A sobre la semirrecta h. Observe que el punto
que anteriormente era llamado A se renombra a A;.

Marque un punto B sobre k.

Marque puntos A" y A” sobre A’ y h” tales que OA = O'A’ y
OA=0"A".

Marque puntos B’ y B” sobre k' y k" tales que OB = O'B’ y
OB =0"B".

Oculte los puntos A, By, B}, C, D, C".

Muestre que los triangulos O’A’B’ y O" A" B” son congruentes
con el OAB.

Muestre que A’B' = A" B”.
Muestre que los angulos OAB y O"A"B" son congruentes.

Concluya la prueba.

Teorema 164. La relacion de congruencia entre dngulos es de equi-
valencia.

Corolario 165. La relacion de congruencia entre tridngulos es de
equivalencia.

Ejercicio 166. Pruebe el teorema y el corolario [165] (sugerencia:
use el teorema y revise la prueba del teorema [136]).
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Observacion 167. Es muy comin usar la notacion
ABi=ABy,=---=A,B,
como abreviatura de
AlBl = AQBQ, ABl = Ang, ceny ABl = Aan,
A2B2 = A3B3, ceey ABQ = Aan

Notacion parecida usamos para el caso de angulos y de triangulos.
Gracias a los teoremas y [164], para probar la validez de una
cadena, podemos probar cada eslabén una sola vez en cualquier orden.

3.4. Aplicaciones de la congruencia de trian-
gulos

Teorema 168. Si dos dngulos son congruentes, sus adyacentes tam-
bién lo son.

Ejercicio 169. Pruebe el teorema 168 mediante los siguientes pasos.

1. Primero construya dos angulos « y 8 congruentes del siguiente

modo:
a) Trace la recta AB = a.
b) Trace la circunferencia ¢ de centro A que pase por B.
¢) Dibuje un punto C' sobre c.
d) Dibuje el segundo corte D de a y c.
e) Trace la semirrecta b de origen A que pasa por C.
f) Dibuje un punto A’
g) Trace la circunferencia d de radio AB y centro A’
h) Marque un punto B’ en d.

89



CAPITULO 3. CONGRUENCIA

i) Trace la recta e = A'B’.
j) Marque el dngulo (marque los vértices en sentido horario)
a = BAC.

k) Dibuje un angulo 8 de lado la semirrecta A’B’ y amplitud
a. Se creard un punto B”.

2. Ahora, muestre que los angulos adyacentes de a y de [ son
congruentes, para esto haga lo siguiente:

a) Renombre el punto B” como C’.

Trace la semirrecta A'C".

=

Dibuje el segundo corte D' de e y d.

o)

)
)
)
)

d) Mediante el criterio de congruencia L AL muestre que ABC'

es congruente con A'B'C".
e) Muestre que BC = B'C" y CBA=C'BA,

f) Mediante el criterio de congruencia L AL muestre que BC'D
es congruente con B'C'D'.

g) Muestre usando el criterio de congruencia LLL que AC'D
es congruente con A'C'D’.

h) Concluya con el ejercicio.
Corolario 170. Los dangulos opuestos por el vértice son congruentes.
Ejercicio 171. Pruebe el corolario [I70

1. Trace la recta a = AB.

2. Dibuje un punto C' fuera de a.

3. Trace la recta b = AC.

4. Dibuje un punto D en a tal que A esta entre D y B.

5. Dibuje un punto E en b tal que A esta entre E'y C.
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6.

Use el teorema para mostrar que los angulos opuestos por

el vértice BAC'y DAFE son adyacentes al mismo dngulo y, por
lo tanto, congruentes.

Definicién 172. Un angulo congruente con su adyacente se llama
recto. Dos rectas que contienen los lados de un dngulo recto se dicen
perpendiculares.

Proposicion 173. Existe un dngulo recto.

Ejercicio 174. Pruebe la proposicion siguiendo los pasos a con-
tinuacion.

1.

10.

Pruebe que existen tres puntos A, O, U que no estan sobre una
misma recta y que hay una recta a que pasa por O y por U.
Dibuje estos elementos.

Trace el segmento b = AO.

. Marque un punto . A’ al otro lado de a de donde esta A, tal

que TOA = UOA’ y OA = OA’. Para el dibujo puede usar
la herramienta “Simetria axial”. Pruebe que todos estos objetos
existen.

. Suponga primeramente que A, O y A’ no estan alineados. Arras-

tre A hasta que quede asi en su dibujo.

Trace el segmento d = AA’.

Muestre que a y d se cortan en un punto B.

Muestre que el triAngulo AOB es congruente con el A’OB.
Muestre, para este caso, este teorema.

Pruebe el teorema para el caso en que A, O y A’ estan alineados.
Arrastre el punto A hasta que sea el caso.

Concluya con la prueba.
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Teorema 175. Todos los dngulos rectos son congruentes entre si.

Ejercicio 176. Pruebe el teorema [I75 siguiendo los pasos a conti-

nuacion:

1. Dibuje dos semirrectas h = OAy b/ = O'A’.

2. Trace por O y por O’ perpendiculares a 'y a’, a hy I'.

3. Marque los puntos B y C' a ambos lados de O sobre a.

4. Marque los puntos B’ y C” a ambos lados de O’ sobre d’.

5. Oculte a y d'.

6. Trace las semirrectas k = OB y k' = O’B’. Pintelas de rojo.

7. Trace las semirrectas k; = OC' y k7 = O'C’. Pintelas de azul.

8. Suponga para reducir el problema al absurdo que < (h, k) no es
congruente con < (h',k’).

a)

Muestre que debe haber una semirrecta [ (de origen O’)
del mismo lado que A’ con respecto a la prolongacion de k’
tal que < (I,k") =< (h,k) y que b/ # L.

Muestre que [ debe ser interior a < (W', k') o a < (K, k})
(sugerencia: use la proposicion [118)).

Suponga que [ sea interior a < (h/, k’). Dibuje a [ y pintela
de verde.

Muestre que existe una semirrecta [; (de origen O') del
mismo lado que A’ con respecto a la prolongacion de k' tal
que < (I3, k) =< (I, k).

Muestre que [; debe ser interior a < (h/, k}) (sugerencia: use
el teorema [153)). Dibujela usando la herramienta “Simetria
axial”.
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f) Pruebe la cadena de congruencias
< (i, k) =< (LK) =< (hk) =< (b k) =< (I, k)

g) Muestre que esto es absurdo.

9. Concluya la prueba.

Teorema 177. Dados los dngulos a = ABC y = ABC tal que o
es congruente con un adyacente de 3, entonces 3 es congruente con
un adyacente de a.

Ejercicio 178. Pruebe el teorema siguiendo los pasos a conti-

nuacion.

1. Dibuje los puntos A, By C no alineados y los puntos A’, B’ y
C' no alineados.

2. Trace las semirrectas a = BA, b= BC, d = B'A", V) = B'C".

3. Arrastre el punto A’ hasta que parezca que o = 1@ se parezca
a un adyacente de § = A’B'(C".

4. Trace las semirrectas d = BD opuesta a a y d = B'D’ opuesta
aa.

5. Observe que « es congruente con = DB,

6. Muestre que 3 es congruente con = DBC (sugerencia: use el
teorema |168)).

7. Concluya la prueba.

Definicién 179. Dos angulos a y 3, en las condiciones del teorema
177, se dicen suplementarios. También usamos la expresion la suma
de ay B es igual a dos rectos y denotamos a + = w. Similarmente,
si a es menor que el suplementario de [ usamos la expresion la suma
de ay B es menor a dos rectos y denotamos o + 3 < 7.
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3.4.1. El punto medio de un segmento

Definicién 180. Sean los puntos A y B diferentes. Decimos que el
punto O es el punto medio del segmento AB, si esta sobre la recta
AB y satisface la condicion AO = BOY

Teorema 181. FEl punto medio de un segmento exriste y es unico.

Ejercicio 182. Pruebe el teorema [181] siguiendo los pasos a conti-
nuacion.

1. Dibuje el segmento a = AB.

2. Pruebe la existencia de los siguientes objetos y dibtjelos:

a) Un punto M fuera de la recta AB.
b) La semirrecta b = AM.

¢) La semirrecta c al otro lado del punto M con respecto a la
recta AB tal que el angulo formado por la semirrecta BA
y ¢ sea congruente al formado por la semirrecta AB y b.

3. Para las rectas prolongaciones de ¢ y b pueden darse tres casos:
hay un punto de corte P de la prolongacion de ¢ con b, hay un
punto de corte P de la prolongacion de b con ¢ o definitivamente
no se cortan. P, en estas circunstancias, no existe, pero todavia
no lo hemos demostradoﬂ En el primer caso, tomariamos un
punto C que esté entre A y Py y un punto D en c tal que
AC = BD. En el segundo caso tomariamos un punto D que
esté entre By Py un punto C en b tal que AC = BD. En el
tercer caso tomariamos un punto C' que esté en b y un punto D
en c tal que AC' = BD. Pruebe la existencia de C'y D.

'Es facil ver que si el punto B estuviera entre A y O (o A entre B y O),
entonces AO no podria ser congruente con OB. De esto surge que O debe estar
entre Ay B.

2Esta es una consecuencia inmediata del Primer Teorema del Angulo Exterior

( teorema [209))
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Trace el segmento d = C'D.

Pruebe que los segmentos a y d estan en el mismo lado con
respecto a la prolongacion de by en el mismo lado con respecto
a la prolongacion de c.

Pruebe la existencia del punto O de corte de d con la recta AB.
Dibuje a O.

Pruebe que O debe estar en las semirrectas AB y BA.

. Pruebe que O esta entre Ay B.

Dibuje los segmentos e = CBy f = AD.
Pruebe que los triangulos AC'B y ADB son congruentes.
Muestre que CB = AD.

Pruebe que los tridngulos AC'D y BDC son congruentes.
Pruebe que los angulos ACD y BDC son congruentes.
Muestre que los tridngulos ACO y BDO son congruentes.
Pruebe que O es un punto medio de a.

Para probar que todos los puntos medios de a tienen que estar
en el segmento a, abra otra hoja de GeoGebra y siga los pasos
a continuacion.

a) Dibuje un segmento a = AB.

b) Suponga para reducir el problema al absurdo que existe un
punto medio O que no esta en a. Por ejemplo, que A esté
entre O y B.

1) Muestre que A y B estan sobre la semirrecta OA.

2) Muestre que esto lleva a un absurdo con la definicion
de punto medio.
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¢) Concluya que todos los puntos medios de a tienen que estar
en a.

17. Para probar la unicidad del punto medio, suponga por reduccion
al absurdo que existen dos puntos medios O y O'. Dibuje a O
con la herramienta “punto medio”.

a) Muestre que O’ tiene que estar entre Ay O o entre By O.
Suponga que esté entre A y O. Dibuje a O'.

b) Muestre que existe un O” sobre la semirrecta BA de tal
modo que O'A = O"B.

¢) Muestre que O” tiene que estar entre O y B (sugerencia:
use el teorema |138)).

d) Muestre que O" y O” son diferentes. Dibuje a O”.

e) Pruebe la siguiente cadena de congruencias:
OB=0'A=0"B
f) Muestre que esto lleva a un absurdo.

18. Concluya la prueba.

3.4.2. Bisectriz de un angulo

Definicion 183. Sea el angulo < (h, k). Decimos que la semirrecta
b es una bisectriz del < (h, k), si es interior a < (h, k) y satisface la
condicion < (h,b) =< (b, k).

Corolario 184. La bisectriz de un dngulo existe y es unica.

Ejercicio 185. Pruebe el corolario siguiendo los pasos a conti-
nuacion.

1. Dibuje un éngulo < (h, k) de vértice O.

2. Dibuje un punto A sobre h.
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3. Dibuje un punto B sobre k, tal que OA = OB.
4. Trace el segmento a = AB.
5. Dibuje el punto medio M del a.

6. Pruebe que la semirrecta b = OM es una bisectriz de < (h, k)
(sugerencia: use el criterio LLL).

7. Suponga, para reducir el problema al absurdo, que existe una
semirrecta O’ interior a < (h, k) que es otra bisectriz de < (h, k)
distinta de b.

a) Muestre que b' debe cortar a a en un punto M’ distinto de
M.

b) Muestre que M’ es un punto medio del segmento a (suge-
rencia: use el criterio LAL).

¢) Muestre que esto es absurdo.
8. Concluya la prueba.

Definicion 186. Las medianas de un tridngulo son segmentos que
van de un vértice al punto medio del lado opuesto. Las bisectrices de
un triangulo son las bisectrices de los angulos interiores. Las alturas de
un tridngulo son los segmentos sobre la perpendicular al lado opuesto,
desde un vértice al corte con la prolongaciéon del lado opuesto. Dicho
corte se denomina pie de la altura. En ocasiones, cuando no lleve a
una ambigiiedad, usamos bisectriz para referirnos al segmento sobre
la bisectriz que esta en el interior del triangulo.

Proposicion 187. En un tridngulo isdsceles la mediana de la base
es a la vez altura y bisectriz del angulo opuesto a la base.

Ejercicio 188. Demuestre la proposicion [I87 usando el criterio LLL.
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3.4.3.

Perpendicularidad en el plano

Proposicion 189. Por un punto P pasa una tiunica perpendicular a

la recta a.

Ejercicio 190. Pruebe la proposicion siguiendo los pasos a con-

tinuacién.

1. Para probar que por un punto exterior a una recta pasa una
perpendicular, haga lo siguiente:

Dibuje una recta a y un punto P exterior a a.
Marque en a un punto A.

Sea b una de las semirrectas de origen A sobre a.
Trace la semirrecta ¢ = AP.

Trace una semirrecta d del otro lado de P con respecto a
tal que < (b,¢) =< (b, d).

Tome un punto P’ sobre d tal que AP = AP'.
Trace la recta e = PP,
Marque el punto O de corte de e y a.

Pruebe que e es una perpendicular a a por P. Tenga en
cuenta los casos siguientes: O estd en b, O = A y O esta
en la opuesta de b.

Concluya con la existencia de la perpendicular por un pun-
to exterior a una recta.

2. Para probar la unicidad de la perpendicular por un punto exte-
rior a una recta, siga los pasos a continuacion:

a)
b)

c)

Abra otra hoja de GeoGebra.
Dibuje una recta a y un punto P exterior a a.

Suponga para reducir el problema al absurdo que por P
pasan dos perpendiculares b y ¢ a a. Dibuje a b y ¢ y sus
pies O y O’ respectivamente.
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1) Dibuje sobre b un punto P’ del otro lado de P con
respecto a a tal que OP = OP'.

2) Trace la recta d = O'P'.
3) Muestre que d y ¢ son diferentes.
4) Pruebe que los tridangulos OO'P y OO'P’ son con-

gruentes.
5) Pruebe que los angulos O0'P y OO'P' son congruen-
tes.

6) Muestre que esto es contradictorio.

3. Concluya la prueba del teorema cuando el punto es exterior a
la recta.

4. Para probar la eristencia de la perpendicular por un punto de
una recta, siga los pasos a continuacion.

a) Abra otra hoja de GeoGebra.
b) Dibuje una recta a y un punto P en a.

¢) Dibuje las dos semirrectas b y ¢ de origen P sobre a. Pin-
telas de rojo y azul.

d) Dibuje un punto @ fuera de a.
e) Trace la semirrecta d = PQ.

f) Trace una semirrecta e del mismo lado de d con respecto
a a tal que < (b, e) =< (c,d).

g) Dibuje el punto @' sobre e tal que PQ = P(Q)'.
h) Si Q # @' tome M el punto medio de QQ’, si no M = Q.

i) Muestre que f = MP es una perpendicular a a por P
(sugerencia: use la proposicion y el teorema [151]).

5. Para probar la unicidad de la perpendicular por un punto de
una recta, use el teorema (175

6. Concluya la prueba.
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3.5. Relaciones de orden entre segmentos
y angulos

3.5.1. Relaciones de orden entre segmentos

Definicion 191. Dados los segmentos AB y A’B’, si en el interior
del segmento AB se encuentra un punto C' tal que

AC = A'B

se dice que el segmento AB es mayor que el A'B" o que A’B’ es menor
que AB. Se denota AB > A'B" 0 A'B’ < AB.

Teorema 192. (Tricotomia de orden de segmentos) Dados dos
segmentos arbitrarios AB y C'D siempre se cumple alguna de las tres
relaciones

AB=CD, AB>CD, AB<CD

y cada una de las opciones excluye a las otras dos.

Ejercicio 193. Demuestre el teorema [192| siguiendo los pasos a con-
tinuacion.

1. Dibuje una semirrecta a = AB y un segmento b = C'D.
2. Dibuje un punto M sobre a, de tal modo que AM = CD.

3. Pruebe la existencia de estas relaciones considerando que el pun-
to M solo tiene tres posiciones posibles:

a) B esta entre M y A.

1) Pruebe, que en este caso, existe sobre la semirrecta
CD un punto N tal que AB = CN.

2) Pruebe que N esta entre C'y D (sugerencia: use el

teorema |138)).
3) Muestre que AB < CD.

b) B = M. Pruebe, que en este caso, AB = CD.
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c) M esta entre Ay B. Pruebe, que en este caso, AB > CD.

4. Suponga, para reducir el problema al absurdo que AB=CD y
AB > CD, ala vez.

a) Muestre que debe haber un punto M entre A y B tal que
AM = CD.

b) Muestre que sobre la semirrecta AB hay dos puntos dis-
tintos M y B tal que AM =CDy AB=CD.

¢) Muestre que esto es absurdo.

5. Suponga, para reducir el problema al absurdo, que AB < CD
y AB > CD, ala vez.

a) Muestre que debe haber un punto N entre C'y D tal que
CN = AB. Dibuje a N.

b) Muestre que debe haber un punto M entre A y B tal que
AM = CD. Dibuje a M.

¢) Muestre que sobre la semirrecta AB existe un punto N’
tal que CN = AN’. Dibuje a N'.

d) Muestre que N’ esta entre A y M (sugerencia: use el teo-

rema [138)).

e) Pruebe que N’ esta entre Ay B.

f) Pruebe que N"y B son distintos.

g) Pruebe que AB = AN’

h) Muestre que sobre la semirrecta AB hay dos puntos dis-

tintos N’y B tal que AN' = ABy AB = AB.

i) Muestre que esto es absurdo.

6. Concluya con la demostracion.

Teorema 194. (Transitividad de orden de segmentos) Si AB <
A'B" y AAB" < A"B", entonces AB < A"B".
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Ejercicio 195. Pruebe el teorema [194] siguiendo los pasos a conti-
nuacion.

1. Dibuje tres segmentos a = AB, b = A’'B' y ¢ = A”B” tal que
AB < A'B'y AAB' < A"B".

2. Sobre ¢ dibuje un punto Bj de tal modo que A”B} = A'B’.

3. Sobre b dibuje un punto B; de tal modo que y A'B; = AB.

4. Muestre que existe un punto Bs, sobre la semirrecta A”B” tal
que A'B; = A" Bs.

5. Pruebe que B; estd entre A” y Bj. Dibuje a Bs.
6. Muestre que B; esta en c.

7. Concluya la prueba.

Corolario 196. Si AB < A'B' y A'B' = A"B", entonces AB <
A//B//.

Ejercicio 197. Pruebe el corolario siguiendo los pasos a conti-
nuacion.

1. Suponga para reducir el problema al absurdo que AB < A'B’y
A'B' = A"B"y A"B" < AB.
a) Use el teorema [194] para mostrar que A”B” < A'B’.
b) Concluya que esto contradice el teorema [192}

2. Suponga para reducir el problema al absurdo que AB < A’B’ y
A'B'=A"B"y A”B" = AB.

a) Use el teorema para mostrar que AB = A'B’.
b) Concluya que esto contradice el teorema [192]

3. Concluya la prueba.

Corolario 198. Si los puntos C' y D estdn entre A y B, entonces
CD < AB.

Ejercicio 199. Pruebe el corolario [198 usando el teorema [194
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3.5.2. Relaciones de orden entre angulos

Definicion 200. Dados h/\k:, W, si existe una semirrecta interior [
del hk, es decir, si [ esta entre h y k, tal que

~ —_

hl = K

decimos que hk es mayor que W, 0 que Wk es menor que hk.

Teorema 201. (Tricotomia de orden de dngulos) Dados dos

dangulos arbitrarios hk, NEk', siempre se cumple alguna de las tres
relaciones

hk =Wk, hk < WK, WE < hk
y cada una de las opciones excluye a las otras dos.

Ejercicio 202. Demuestre el teorema 201 siguiendo los pasos a con-
tinuacion.

1. Dibuje dos angulos o = hk y B = W de origenes O y O’
respectivamente.

2. Dibuje una semirrecta I’ de origen O" del mismo lado que k" con
respecto a la prolongacion de A', tal que o = W/l’. Muestre que
existe [’.

3. Use la proposiciéon para mostrar que puede darse uno y so6lo
uno de los casos siguientes:
a) ' =K.

1) Arrastre la semirrecta k hasta que I’ y k' se superpon-
gan.

2) Useel teoremapara mostrar en este caso que EE =
b) U es interior del angulo WK

1) Arrastre la semirrecta k hasta que quede representada
esta situacion.
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—

2) Muestre que, en este caso, hk < WK
¢) k' es interior del angulo Wl
1) Arrastre la semirrecta k hasta que quede representada

esta situacion.

2) Dibuje una semirrecta [ de origen O del mismo lado
que k con respecto a la prolongacion de h, tal que
£ = hl. Muestre que existe [.

3) Use el teorema [153] para demostrar que [ es interior a
a.

4) Muestre que, en este caso, Wk < hk.

4. Concluya la prueba.

Teorema 203. (Transitividad de orden de dngulos) Si hk < WK
y W'k < h"E", entonces hk < h"k".

Ejercicio 204. Pruebe el teorema [203| siguiendo los pasos a conti-
nuacion.

1. Dibuje tres angulos a = HE, b= % yy= W, de origenes
O, O'y O”, respectivamente tal que o« < Sy 8 < 7.

2. Dibuje una semirrecta k] de origen O” del mismo lado que k”

con respecto a la prolongacion de h” de tal modo que fm = f.
Muestre que k] es interior a -.

3. Dibuje una semirrecta k; de origen O’ del mismo lado que &’
con respecto a la prolongacion de b’ de tal modo que h'k; = «.
Muestre que k; es interior a .

4. Dibuje una semirrecta ky de origen O” del mismo lado que k"
con respecto a la prolongacion de h” de tal modo que h"ky = a.

5. Use el teorema para probar que

azfmziyk\l
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6. Pruebe que ko estd entre h” y k] (sugerencia: use el teorema
153).

7. Pruebe ky esta entre h” y k" (sugerencia: use el lema [112)).

8. Concluya la prueba.

Definicién 205. Decimos que un angulo es agudo si es menor que
un recto y es obtuso si es mayor que un recto.

Observacion 206. Debido a que todos los angulos rectos son congruen-
tes y por la transitividad de la relacion mayor (o menor) de angulos,
un angulo obtuso es mayor que cualquier agudo (sugerencia: vea el
teorema [203). Ademas, por la tricotomia de la relacion menor, cual-
quier angulo es, o bien recto, o bien agudo, o bien obtuso (sugerencia:

vea el teorema [201]).

Proposicion 207. Si dos dngulos son adyacentes, o bien los dos son
rectos o bien uno es agudo y el otro es obtuso.

Ejercicio 208. Demuestre la proposicion 207] siguiendo los pasos a
continuacion.

1. Dibuje la recta a = AB.

2. Marque el punto O entre Ay B.

3. Dibuje la semirrecta b = OC' de tal modo que AOC sea agudo.
4. Trace la perpendicular ¢ a a por O.

5. Marque un punto D sobre ¢ del mismo lado de a que C.

6. Pruebe que b es interior de AOD. (Suponga que b no es interior
de AOD, entonces debe existir una semirrecta b’ tal que con

la semirrecta OA determine un angulo congruente con AOC.
Muestre que esto es contradictorio).
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7.

8.

9.

10.

Pruebe que C'y B estan en distintos semiplanos con respecto a
c.

Trace el segmento d = C'B.
Pruebe que la semirrecta OD corta a d.

Concluya la prueba.

3.5.3. Lados y angulos de triangulos

Teorema 209. (Primer teorema del dngulo exterior) En cual-
quier triangulo, un dngulo exterior es mayor que cualquier dngulo
nterior no adyacente.

Ejercicio 210. Realice la prueba del teorema [209]

1.

Trace el triangulo ABC'.

. Dibuje el punto medio D del segmento AB.

Trace la circunferencia d de centro D que pasa por C.
Trace la recta C'D = e.

Marque la segunda interseccion E de d y e ;Como es C'D con
respecto a DE?

Oculte d.

Trace los triangulos ACD y BDE. Cambieles el color. Muestre
que son congruentes.

Trace la recta f = C'B y marque un punto F' cualquiera de tal
modo que B esté entre C'y F.

Muestre que E esta en el mismo semiplano de borde f que Ay
D.
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10. Muestre que E esta en distinto lado de C' con respecto a la recta
AB.

—

11. Muestre que la semirrecta BE es interior al DBF'.

12. Muestre que @ = @ y que @ < @

13. Verifique el resultado anterior con la herramienta.

14. Sea G el punto medio del segmento C'B. Muestre que ACC <
D BF mediante un procedimiento analogo a partir del paso 3.

15. Concluya la prueba.

Corolario 211. En todo tridngulo hay por lo menos dos dngulos agu-
dos.

Ejercicio 212. Demuestre el corolario reduciendo el problema
al absurdo: suponga que hay un tridngulo con dos dngulos no agudos
y use el teorema para llegar a una contradiccion.

Definiciéon 213. Si un tridngulo tiene un angulo recto le decimos
triangulo rectdngulo, si tiene un angulo obtuso, oblusdngulo y si tiene
todos sus angulos agudos, acutdngulo.

Proposicion 214. Un tridngulo puede ser de uno y solo uno de los
tres tipos siquientes: rectangulo, obtusdngulo o acutdngulo.

Ejercicio 215. Pruebe la proposicic’)nm (sugerencia: use el corolario
211]).

Proposicion 216. Todo tridngulo puede descomponerse en dos tridn-
gulos rectangulos.

Ejercicio 217. Pruebe la proposicion siguiendo los pasos a con-
tinuacion.

1. Marque tres puntos no alineados A, By C'y las rectas a = BC),
b=ACyc=AB.
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Trace la perpendicular d desde A a a. Marque el pie D de la
perpendicular.

Arrastre el punto A hasta que B esté entre Dy C.

Muestre que el 4ngulo ABC debe ser obtuso (sugerencia: use el
teorema [209)).

Muestre que solamente para tridngulos obtusangulos dos pies
de alturas caen fuera del lado opuesto.

Muestre que en los triAngulos obtusangulos el pie de la altu-
ra correspondiente al dngulo obtuso cae en el interior del lado
opuesto a dicho angulo.

Muestre que en los tridngulos rectangulos el pie de la altura co-
rrespondiente al &ngulo recto cae en el interior del lado opuesto
a dicho angulo.

Pruebe que en cualquier triAngulo al menos uno de los pies de
las alturas cae sobre el lado opuesto.

Concluya la prueba.

Teorema 218. En un tridangulo, a lados mayores se le oponen dngulos
mayores y reciprocamente.

Ejercicio 219. Pruebe el teorema [218] mediante los pasos siguientes.

1.

Dibuje un tridngulo ABC' de tal modo que el lado BC' sea mayor
que el lado AC.

. Para probar que a lados mayores se le oponen dngulos mayores,

siga los pasos a continuacion.

a) Muestre que existe un punto D entre C'y B tal que AC' =
CD. Dibuje a D.

b) Trace el segmento e = AD.
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¢) Pruebe que BAC > CAD.

d) Use el teorema para demostrar que CAD = CDA.
e) Use el teorema para demostrar que DBA < CAD.
f) Pruebe que DBA < CAB.

g) Oculte Dy e.

3. Para probar que a angulos mayores se le oponen lados mayores,
reduzca el problema al absurdo: suponga que, aunque BAC' >
ABC, AC > BC.

a) Muestre que ABC > BAC.
b) Muestre que esto contradice el teorema [201]

4. Suponga para reducir el problema que, aunque BAC > A/B\C’,
AC = BC.

a) Muestre que ABC = BAC.
b) Muestre que esto contradice el teorema [201]

5. Concluya la prueba.

Corolario 220. Sea un tridngulo ABC de lados a, b y c. Sea D un
punto sobre a. Entonces el segmento AD es menor que b o que c.
Ademds, si ABC' es obtusdngulo en B, AD es mayor que c.

Ejercicio 221. Demuestre el corolario 220] siguiendo los pasos a con-
tinuacion.

1. Dibuje un triangulo ABC' y un punto D en a.

2. Pruebe que en el tridngulo ABD, al menos uno de los dngulos
adyacentes en D no es agudo (sugerencia: use la proposicion
207]).
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3. Arrastre el punto A hasta que ADB sea obtuso. Pruebe, en este
caso, que se cumple la primera parte del teorema.

4. Arrastre el punto A hasta que ADB sea recto. Pruebe en este
caso, que se cumple la primera parte del teorema.

5. Concluya con la primer parte de la prueba.

6. Arrastre el punto A hasta que ABD sea obtuso. Pruebe, en este
caso, que se cumple la segunda parte del teorema.

7. Concluya la prueba.

Definicién 222. Un segmento AB se dice suma de los segmentos C'D
y E'F si existe un punto G interior al segmento AB tal que AG = CD
y GB = EF y se denota CD + EF = AB.

Proposicion 223. Dados los segmentos AB, CD, A'B' y C'D’, tales
que AB=A'B y CD = C'D’, entonces AB+CD =A'B' +C'D'.

Ejercicio 224. Pruebe la proposicion siguiendo los pasos a con-
tinuacion.

1. Dibuje los segmentos a = AB, b=CD,d = AB y bt =C'D’
talesquea=d y b=V

2. Dibuje las rectas e = EFF y f = GH.

3. Oculte los puntos F, F', Gy H.

4. Dibuje sobre e un punto M y sobre f un punto M.
5. Marque sobre e un punto P tal que PM = AB.

6. Marque sobre f un punto P’ tal que P’M' = A’'B’.

7. Marque sobre e un punto () tal que QM = CD y M entre Py
Q.
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10.

11.

12.

13.

Marque sobre f un punto Q' tal que Q'M’' = C'D’ y M’ entre
Py@.

Pruebe que P(Q es una suma de ABy CD osea PQQ = AB+CD.

Pruebe que P'Q" es una suma de A’B’ y C'D’ o sea P'Q)) =
A'B +C'D.

Pruebe que QM = Q'M' y PM = P'M’ (sugerencia: use el
teorema |136)).

Muestre que PQ = P'Q)’ (sugerencia: use el axioma | III 3)).

Concluya la prueba.

Teorema 225. (Propiedad Triangular) En un tridngulo, el mayor de
los lados es menor que una suma de los otros dos.

Ejercicio 226. Pruebe el teorema [225| mediante los pasos siguientes

1.

Dibuje un triangulo ABC' de tal modo que el lado a = BC' sea
mayor que los otros dos.

. Dibuje una circunferencia d con centro en C' que pase por A.

Marque la interseccion D de d con a.
Oculte d.

Trace el segmento e = AD.

Use el teorema y el corolario para demostrar que CDA
y DAC son agudos.

. Muestre que @ < gb\A (sugerencia: vea la proposicion 207)).

Use el teorema para mostrar que BA > BD es mayor que
BD.
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10.
11.
12.

13.

Marque un punto E sobre la semirrecta DB tal que DE = AB.
Muestre que E existe.

Pruebe que BD < ED (sugerencia: use el corolario [196)).
Muestre que B esté entre E'y D.
Muestre que B esta entre E'y C.

Concluya la prueba.

Teorema 227. Sean cuatro puntos A, B, C y C' coplanares no ali-
neados de a tres, tales que C y C' estén en el mismo lado respecto
de la recta AB y los segmentos BC' y BC' son congruentes, entonces

z@<msiysolo st AC < AC".

Ejercicio 228. Pruebe el teorema [227] siguiendo los pasos a conti-
nuacion.

1.

2.

Dibuje cuatro puntos en las condiciones del teorema [227

Trace los segmentos a = BC, b = AC, ¢ = AB, o/ = BC'y
b = AC".

Trace la bisectriz d del CBC".

Pruebe que d corta a ' en un punto D. Dibuje a D.
Pruebe que CD = C'D.

Pruebe que v/ = AD + DC.

Use la propiedad triangular para mostrar que b < b'.

Concluya con la propiedad necesaria.

. Para probar la condicion suficiente suponga que no se cumple

que ABC < ABC".

a) Para el caso ABC" < A/B\C’, muestre que AC" < AC.
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b) Para el caso ABC" = 1@, muestre que AC = AC".
10. Concluya con la condicion suficiente.
11. Concluya con la prueba.

Corolarlo 229. Dados dos tmangulos ABC y A'B'C’ tales que AB =
AB" y BC' = BC' entonces ABC < AIB'C" si y solo si AC' < A'C".

Ejercicio 230. Pruebe el corolario usando el teorema 227

Teorema 231. (Criterio LLA) Sean tres puntos A, B y C no ali-
neados y tres puntos A, B y C' no alineados. Si AB = A'B’, BC =
B'C" y ACB = A'C'B’, con AB > BC, entonces ABC = A'B'C".

Ejercicio 232. Demuestre el teorema 231 siguiendo los pasos a con-
tinuacion.

1. Dibuje un tridngulo ABC de tal modo que el lado AB > BC.
2. Trace la semirrecta d = B'D.
3. Dibuje un punto C’ en d tal que BC = B'C".

4. Trace una semirrecta e tal que forme un angulo con la semirrecta
—_—
C'B’ congruente con ACB.

5. Trace una circunferencia f de centro B’ y radio congruente a
BA.

6. Marque la interseccion A’ de f y e.
7. Oculte f.
8. Trace el segmento g = B'A’.

9. Suponga, para reducir el problema al absurdo, que los segmentos
A'C" y AC no son congruentes.
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a) Pruebe que sobre la semirrecta e debe existir un punto

A" £ A tal que A"C' = AC.

b) Pruebe que los triangulos A”B'C" y ABC' son congruentes.

¢) Pruebe que el trisngulo A’BA” es isosceles.

d) Muestre que el angulo B'A'CY es obtuso.

e) Pruebe que esto lleva a una contradiccion con el teorema
218

10. Concluya la prueba.

3.6. Perpendicularidad en el espacio

3.6.1. Planos y rectas perpendiculares

Definicién 233. Una recta r es perpendicular a un plano m,siry «
son secantes en el punto P y todas las rectas s que estan en 7 y que
pasan por P son perpendiculares a r.

Teorema 234. Una recta r es perpendicular a un plano m st y sdlo
st es secante a w y perpendicular a dos rectas distintas que estdn en
.

™ y

Figura 3.6.1: Recta perpendicular a un plano
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Ejercicio 235. Pruebe el teorema [234] siguiendo los pasos a conti-

nuacion.

1. Abra una hoja de GeoGebra y elija vista 3D y oculte los ejes
coordenados.

2. Sobre el plano zy dibuje tres puntos no alineados A, By C.

3. Dibuje las rectas a = AC'y b = AB.

4. Dibuje una recta ¢ perpendicular al plano zy por A. (Supon-
dremos en esta primera parte que solamente sabemos que ¢ es
perpendicular a a y a b y probaremos que es perpendicular a
cualquier otra recta del plano xy que pasa por A. La proposicion
directa es evidente en virtud de la definicion).

5. Sobre ¢ dibuje un punto D # A.

6. Trace el segmento d = C'B.

7. Marque un punto E en el interior del 4ngulo BAC.

8. Trace una recta e = AFE. Pintela de rojo.

9. Marque el punto F' de corte de d y e.

10. Marque a D’ simétrico de D con respecto a A.

11. Trace los segmentos f = DBy g = D'B. Pintelos de azul.
12. Pruebe que los tridngulos DBA y D’'BA son congruentes.
13. Pruebe los segmentos f y g son congruentes.

14. Trace los segmentos h = DC' y i = D'C'. Pintelos de rojo.
15. Pruebe que los triangulos DC'A y D'C'A son congruentes.
16. Pruebe que los segmentos h y ¢ son congruentes.

17. Pruebe que los tridngulos DBC' y D'BC' son congruentes.
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18.
19.
20.
21.

22.

23.

24

Pruebe que los angulos DBC y D'BC son congruentes.
Trace los segmentos j = DF y k = D'F. Pintelos de verde.
Pruebe que los triangulos DBF y D’'BF son congruentes.
Pruebe que los segmentos j v k son congruentes.

Pruebe que los triangulos DF'A y D'F A son congruentes.

Pruebe que los angulos DAF y D'AF son congruentes. Mar-
quelos.

Concluya la prueba.

Teorema 236. Por un punto P exterior a un plano m pasa una per-
pendicular a .

Ejercicio 237. Pruebe el teorema [236| siguiendo los pasos a conti-

nuacion.

1. Abra una hoja de GeoGebra y elija vista 3D y oculte los ejes
coordenados.

2. Considere al plano zy como el plano 7 y marque un punto P
que no esté en .

3. Trace la recta a = AB en 7.

4. Trace la perpendicular b a la recta a por el punto P.

5. Marque el corte C' de a con b.

6. Trace la recta ¢ perpendicular a a por C' en el plano xy.

7. Trace la perpendicular d a ¢ por P.

8. Marque el pie H de la perpendicular desde P a c.

9. Marque a P’ simétrico de P con respecto a H.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Trace los segmentos e = PC'y f = P'C. Pintelos de azul.

Pruebe que el plano determinado por P, C'y H es perpendicular
a a.

Pruebe que f es perpendicular a a.
Pruebe que los tridngulos PCH y P'C H son congruentes.
Pruebe que los segmentos e y f son congruentes.

Suponga que B # C. Trace los segmentos g = PBy h = P'B.
Pintelos de rojo.

Pruebe que los tridngulos PCB y P'C'B son congruentes.
Pruebe los segmentos g y h son congruentes.

Trace el segmento 1 = HB.

Pruebe que los tridngulos PH B y P'H B son congruentes.

Concluya la prueba.

Teorema 238. Por un punto P de un plano m pasa una perpendicular

a .

Ejercicio 239. Pruebe el teorema [238] siguiendo los pasos a conti-
nuacion.

. Abra una hoja de GeoGebra y elija vista 3D. Oculte los ejes

coordenados.

. Dibuje dos puntos P y A en el plano xy.

Marque un punto @) fuera del plano 7 = zy.

Dibuje la recta a = AP.
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9.

Trace la perpendicular b a la recta a en el plano AP(Q por el
punto P, escribiendo en la barra de entrada de comandos
Perpendicular|[P, a, Plano|Q, al].

Trace la perpendicular ¢ a la recta a en el plano 7w por el punto
P, escribiendo en la barra de entrada de comandos
Perpendicular|P, a, Plano|(0,0,0), (1,0,0), (0, 1,0)]].

Pruebe que la recta a es perpendicular al plano determinado
por by c.

Trace la perpendicular d a la recta ¢, en el plano determinado
por by ¢, por el punto P escribiendo en la barra de entrada de
comandos

Perpendicular|P, ¢, Plano[b, c]].

Concluya la demostracion.

Teorema 240. Por un punto P cualquiera pasa una unica recta r
perpendicular a un plano © dado.

Ejercicio 241. Pruebe el teorema m (sugerencia: para probar la
existencia use los teoremas y 238 Para la unicidad plantee la
reducciéon al absurdo y la proposicion [189)).

Proposicion 242. Si una recta a estd en un plano que es perpendi-
cular a la recta b, la recta b estd en un plano que es perpendicular a
la recta a.

Ejercicio 243. Pruebe la proposicion siguiendo los pasos a con-
tinuacion.

1

2

. Abra una hoja de GeoGebra y elija vista 3D.
. Dibuje tres puntos no alineados A, By C' en el plano zy.
. Trace la recta a = AB.

. Oculte los puntos Ay B.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Trace la recta b perpendicular al plano zy por el punto C.
Trace la perpendicular ¢ a a por C. Pintela de rojo.
Marque un punto D en b distinto de C.

Marque la interseccion E de ¢ con a.

Marque un punto F' en a distinto de E.

Dibuje el simétrico F’ de F con respecto a F.

Pruebe que las rectas F'C'y F'C son perpendiculares a b.
Muestre que los tridngulos FEC y F'EC son congruentes.

Pruebe que los segmentos d = FC'y e = F'C son congruentes.
Dib1jelos.

Muestre que los tridngulos F'DC'y F'DC' son congruentes.

Pruebe que los segmentos f = F'D y g = F'D son congruentes.
Dibtjelos.

Muestre que los tridngulos FED y F'ED son congruentes.
Dibuje el segmento h = ED.

Pruebe que los angulos DEF y DEF son rectos.

Dibuje el plano ¢ que pasa por los puntos D, E, C.

Concluya la prueba.

Definicién 244. Dos rectas son ortogonales si existe un plano que
pasa por una de ellas y es perpendicular a la otra.

Proposicion 245. Por cada punto pasa un unico plano perpendicular
a una recta dada.
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Ejercicio 246. Pruebe la proposicion siguiendo los pasos a con-

tinuacion.

1. Para probar la existencia:

a)

QU o o=

)

\
e’ N N N N e e S

IS

o,

Abra una hoja de GeoGebra en la vista 3D. Oculte el plano
xy vy los ejes coordenados.

Trace un punto P y una recta a que no pase por P.
Trace la perpendicular b a a desde P. Al pie llamele H.
Marque un punto A cualquiera sobre a distinto de H.
Trace el plano ¢ que pasa por los puntos A, Py H.
Dibuje la perpendicular d a ¢ por H.

Marque un punto B en d distinto de H.

Trace el plano e que pasa por P, H y B.

Pruebe que e es perpendicular a a. (Con esto hemos pro-
bado la existencia)

2. Para probar la unicidad:

Abra otra hoja de GeoGebra en la vista 3D. Oculte los ejes
cartesianos.

Marque un punto O en el plano xy y trace una perpendi-
cular a al plano xy por O.

Marque un punto P en el plano zy distinto de O.
Tome un punto A fuera de a y del plano zy.
Trace el plano b que pasa por A, O, P.

Suponga, para reducir el problema al absurdo, que los pla-
nos zy y b que pasan por O y por P, son perpendiculares
a a.

1) Trace el plano ¢ que pasa por a y por A.

2) Trace la recta d interseccion de los planos zy y c y la
recta e intersecciéon de los planos b y c.
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3.

3) Pruebe que las rectas d y e son distintas y perpendi-
culares a a por O.

4) Concluya que esto lleva a un absurdo.

Concluya la prueba.

3.6.2. Planos perpendiculares

Definicién 247. Una recta r y dos semiplanos no coplanares a y 3
de borde r determinan un diedro. A r le llamamos arista del diedro
vaayf caras del diedro.

Teorema 248. Sea un diedro « de arista r, entonces todos los dngulos
determinados por el corte de v con un plano perpendicular a la arista
son congruentes.

Ejercicio 249. Para demostrar el teorema [248| siga los pasos a con-
tinuacion.

1.

2.

Abra una hoja de Geogebra en la vista 3D.
Dibuje dos planos distintos o y 8 que se cortan en la recta r.

Dibuje dos puntos Ay A’ en r.

. Dibuje un plano ~ perpendicular a r por A y un plano § per-

pendicular a r por A’ .

Marque la recta f de corte de o con 7 , la recta g de corte de 3
con v , la recta h de corte de aw con 9 y la recta k de corte de (8
con o .

Tome uno de los cuatro diedros determinados por a'y 3,y
llamele e.

Sobre la semirrecta de f en €, marque un punto B.

Sobre la semirrecta de g en €, marque un punto C' de modo que
el segmento AC sea congruente con el segmento AB.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Sobre la semirrecta de h en e, marque un punto B’ de modo que
el segmento AB’ sea congruente con el segmento AB.

Sobre la semirrecta de k en €, marque un punto C’ de modo que
el segmento AC” sea congruente con el segmento AB.

Trace los segmentos AB’, BA', AC" y CA’. Pintelos de rojo (vea

la figura |3.6.2))

Pruebe que los triangulos ABA', A'B’A, ACA" y AC'A’ son
congruentes.

Muestre que los segmentos AB’, BA', AC" y C'A’ son congruen-
tes.

Pruebe que existe un punto P de corte de los segmentos AB’ y
BA'.

Pruebe que existe un punto @) de corte de los segmentos AC” y
CA.

Trace el segmento PQ).

Pruebe que los tridngulos APA" y AQA’ son isosceles y con-
gruentes entre si.

Pruebe que los angulos P/A@ y PA’'Q) son congruentes.

Pruebe que los triangulos BA'C' y B’AC’ son isésceles y con-
gruentes entre si.

Pruebe que los segmentos BC'y B'C" son congruentes.

Pruebe que los triangulos BAC y B’A’C’ son isésceles y con-
gruentes entre si.

Concluya la prueba.
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Definicién 250. Al angulo de corte de un diedro con un plano per-
pendicular a la arista lo llamamos seccion normal del diedro o seccion

recta del diedro (figura [3.6.2))

Observacion 251. En virtud del teorema todas las secciones rec-
tas de un diedro dado son congruentes. Por esto, con cierto abuso de
lenguaje nos permitimos decir la seccion recta de un diedro.

Figura 3.6.2: Congruencia de secciones normales de un diedro

Definicién 252. Un diedro es recto si su seccion recta es un angulo
recto. Dos planos son perpendiculares si determinan un diedro recto.

Observacion 253. Se concluye facilmente que dos planos son perpen-
diculares si uno tiene una recta que es perpendicular al otro.

3.7. Isometria

Definicién 254. Una funcion inyectiva entre conjuntos de puntos
del mismo espacio se dice isometria si para cualquier par de puntos
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distintos A y B y sus imégenes A" y B’, se tiene que AB = A'B’.
En general, salvo que se indique otra cosa, el dominio e imagen de
una isometria es el conjunto de puntos del espacio. A las isometrias
también las llamamos movimientos.

Observacion 255. Aunque las isometrias se definen para conjuntos de
puntos, usamos expresiones como las rectas se transforman en rectas
para indicar que el conjunto de puntos de una recta se transforma
en el conjunto de los puntos de otra recta, y lo mismo para planos,
segmentos, etc. A los puntos que se corresponden en un movimiento
solemos llamar coincidentes bajo la superposicion.

Propiedades de las isometrias

Proposicion 256. Los movimientos preservan la alineacion de los
puntos.

Ejercicio 257. Muestre la proposicion 256, mediante los pasos si-
guientes:

1. Trace la recta a = AB.
2. Dibuje C sobre a, tal que B esté entre Ay C.

3. Suponga, para reducir el problema al absurdo, que los puntos
A, By C se transforman en puntos no alineados A’, B’y C’
respectivamente.

a) Dibuje A', B'y C".
b) Pruebe que AB + BC = AC.

¢) Pruebe que A’B'+B'C" > A'C’ (sugerencia: use el teorema
995).

d) Muestre que AB + BC = A'B’ + B'C’ (sugerencia: use la
proposicion [223)).

e) Concluya que esto es contradictorio.
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4. Concluya la prueba.

Proposicion 258. Sean A, B y C puntos no alineados y sean A',
B y C' la imagen de A, B y C, respectivamente, a través de un
movimiento. Entonces A', B' y C'" no estardn alineados.

Ejercicio 259. Pruebe la proposiciénm (sugerencia: suponga, para
reducir el problema al absurdo, que los puntos A, B y C no alinea-
dos, se transforman en los puntos A’, B’ y C' alineados. Aplique la
desigualdad triangular).

Proposicion 260. Sean A, B y C puntos alineados con B entre
Ay C;ysean A, B y C'" la imagen de A, B y C a través de un
movimiento. Entonces A', B' y C" estardn alineados con B’ entre A’
y C'. Es decir, los movimientos preservan la relacion “estar entre”.
Ademds, si A', B y C" estdn alineados con B' entre A" y C', A, B y
C' serdn puntos alineados con B entre A y C.

Ejercicio 261. Muestre la proposicion siguiendo los pasos a con-
tinuacion.

1. Trace la recta a = AB.

2. Dibuje C sobre a, de tal modo que B esté entre Ay C.

3. Suponga, para reducir el problema al absurdo, que los puntos
A, By C se transforman en los puntos A’, By C’, de tal modo
que C" esté entre A’y B’.

a) Trace la recta o’ = A'B'.
b) Dibuje C’ sobre @', de acuerdo a la suposicion.

¢) Pruebe que nos queda que

AB < AC (3.7.1)

AC' < A'B (3.7.2)
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d) Pruebe que de las desigualdades y se deduce

AB < A'B'
e) Concluya que esto es contradictorio.
4. Concluya la prueba.

Corolario 262. Las rectas se transforman en rectas por un mouvi-
miento.

Ejercicio 263. Muestre el corolario 262 siguiendo los pasos a conti-
nuacion.

1. Trace la recta a = AB y un punto A’

2. Trace un segmento b = A’B’ tal que AB = A’B’. Suponga que
los puntos A" y B’ son los transformados de A y B, respectiva-
mente, a través de una congruencia .

3. Dibuje la recta ¢ = A’B’.

4. Pruebe que todos los puntos de a se transforman en puntos de
¢ por p (sugerencia: use la proposicion [256)).

5. Para mostrar que todo punto de ¢’ es imagen de algtin punto de
a, dibuje un punto Y sobre .

6. Suponga que Y esta entre A’y B'.

a) Muestre que existe en la semirrecta AB un punto X de tal
modo que AX = A’Y. Dibuje a X.

b) Muestre que X estd entre Ay B.
¢) Sea X' = u(X). Pruebe que X’ esta entre A’y B’
d) Pruebe que X' =Y.

7. Considere los casos A" entre Yy B, y B entre A’ y Y.
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8. Concluya la prueba.

Corolario 264. Las semirrectas se transforman por movimiento en
semarrectas y su origen en el origen de la transformada. Ademds, la
opuesta de una semirrecta se transforma por un movimiento en la
semarrecta opuesta de la transformada.

Ejercicio 265. Pruebe el corolario 264] siguiendo los pasos a conti-
nuacion.

1. Dibuje una semirrecta a = AB y un punto A’.

2. Con la herramienta “Segmento de longitud dada” trace un seg-
mento b = A’B’ tal que AB = A’B’. Suponga que los puntos A’
y B’ son los transformados de A y B a través de una congruencia
L.

3. Dibuje la semirrecta ¢ = A'B’.
4. Dibuje un punto X sobre a.
5. Pruebe que u (X) =Y debe estar sobre la recta A'B’.

6. Para probar que Y esta sobre la semirrecta ¢/, suponga, para
reducir el problema al absurdo, que no es asi, o sea suponga
que Y esta sobre la semirrecta opuesta a ¢’. Pruebe que esto es
contradictorio con la proposicion 260

7. Para mostrar que todo punto Y de ¢ procede de un punto Z
de a, suponga para reducir el problema al absurdo que Z estéa
en la semirrecta opuesta a a. Pruebe que esto es contradictorio
con la proposicion 260}

8. Para mostrar que todo punto X de la semirrecta opuesta a a
se transforma por p en un punto Y de la semirrecta opuesta
a ¢, suponga para reducir el problema al absurdo que Y esta
en ¢’. Pruebe que esto es contradictorio con las conclusiones
anteriores.
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9.

10.

Para mostrar que todo punto Y de la semirrecta opuesta a ¢
procede de un punto Z de la semirrecta opuesta de a, suponga
para reducir el problema al absurdo que Z estd en a. Pruebe
que esto es contradictorio con las conclusiones anteriores.

Concluya la prueba.

Corolario 266. Los segmentos se transforman por un movimiento en
segmentos y sus extremos se transforman en extremos del segmento
transformado.

Ejercicio 267. Pruebe el corolario m (sugerencia: adecue la prueba
de corolario [264)).

Proposicion 268. Sean A, B y C puntos no alineados y sean A’,
B’y C', respectivamente, la imagen de A, B y C a través de un
movimiento. Entonces ABC = A'B'C".

Ejercicio 269. Pruebe la proposicion [268] siguiendo los pasos si-
guientes.ﬂ

1.

2.

6.

Dibuje dos semirrectas a = AB y b = AC.

Dibuje dos semirrectas a’ = A’B’ y b’ = A’C’, transformadas de
a y b respectivamente.

Arrastre los puntos B’ y C’ hasta que el segmento AB sea con-
gruente con el A'B" y AC sea congruente con el A'C".

. Muestre que el segmento BC' se transforma en el B'C".

Muestre que los triangulos ABC'y A’ B’C’ son congruentes usan-
do el criterio LLL.

Concluya que el angulo ab es congruente con el a'l.

3Una transformacion del espacio en si mismo que preserva la congruencia de
angulos se dice conforme. En este caso, las isometrias son transformaciones con-
formes.
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7. Concluya la prueba.

Corolario 270. Los dngulos rectos se transforman por un movimien-
to en dngulos rectos.

Ejercicio 271. Pruebe el corolario 270
Lema 272. Los planos se transforman en planos por un movimiento.

Ejercicio 273. Muestre el lema siguiendo los pasos a continua-
cion.

1. Abra una hoja de GeoGebra y elija la vista 3D. Oculte los ejes
coordenados.

2. Dibuje sobre el plano zy tres puntos no alineados A, B, C'y
una recta a = DF.

3. Use la herramienta “Rotacién axial” para rotar los puntos A, B
y C alrededor de a, 45°en sentido antihorario. Apareceran los
puntos A", B'y C'.

4. Suponga que los puntos A, B' y C’ son los transformados por
un movimiento p de los puntos A, By C. Pruebe que los puntos
A’, By C' no estan alineados.

5. Trace el plano b determinado por A, B y C".

6. Para probar que todos los puntos del plano determinado por los
puntos A, B y C se transforman por p en los puntos del plano
determinados por A, By C":

a) Dibuje un punto P sobre el plano zy. Pruebe que la recta
determinada por P y alguno de los puntos A, B o C' corta
alguno de los segmentos AB, BC' o AC o bien P esta
sobre alguna de las rectas AB, BC' o AC (sugerencia: use
el corolario [114)).

b) Suponga que la recta AP corta a BC en un punto M.
Dibuje a M.
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¢)

1) Sea M' = pu(M). Pruebe que M’ esta entre B" y C".
Dibuje a M’ (Rotando a M alrededor de a.).
2) Pruebe que M’ esta en b.
3) Sea P’ = 11 (P). Pruebe que P’ esta en la recta A'M'.
Dibuje a P'.
4) Pruebe que P’ esta en b.
Muestre que todos los puntos del plano determinado por

los puntos A, B y C se transforman por p en puntos del
plano determinado por A’, B’ C'.

7. Para probar que cualquier punto del plano determinado por A’,
B’y C' proviene por p de un punto del plano determinado por
A By C:

Dibuje un punto Y en el interior del d4ngulo A,
Dibuje el segmento ¢ = A'C’ y la semirrecta d = B'Y.
Pruebe que existe un punto F' de corte de cy d.

Trace la semirrecta e = AC' y el punto GG sobre e de tal
modo que AG = A'F.

Pruebe que G esta entre Ay C.

Pruebe que e se transforma en la semirrecta A'C" y G se
transforma en F.

Trace la semirrecta f = BG y el punto X sobre f de tal
modo que BX = B'Y.

Pruebe que f se transforma en d y X se transforma en Y.

Considere los demés casos para Y.

8. Concluya la prueba.

Corolario 274. Los semiplanos se transforman por un movimiento
en semiplanos y su borde en el borde del transformado. El semiplano
opuesto de un semiplano [ se transforma por un movimiento en el
opuesto del semiplano transformado de 3.
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Ejercicio 275. Pruebe el corolario 274 (sugerencia: opere analoga-
mente a la prueba del corolario [264])

Proposicion 276. Sean A, B, C' y D puntos no coplanares y sean
A, B, C"y D' la imagen de A, B, C' y D a través de un movimiento.
Entonces A', B', C" y D' no serdn coplanares.

Ejercicio 277. Pruebe la proposiciénm (sugerencia: suponga, para
reducir el problema al absurdo, que los puntos A, B, C'y D que no
son coplanares, se transforman en los puntos A’, B’, C' y D’ copla-
nares. Use la prueba del lema para llegar a que se contradice la
inyectividad de la isometria)

Lema 278. Sea los puntos A y B, y el plano «. Sea un movimiento
iy los puntos A" y B' y el plano o/, transformados de A, B y «,
respectivamente. Si A y B estin de un mismo lado de «, entonces
A"y B’ estardn de un mismo lado de o/. También, si A y B estdn a
distinto lado de «, entonces A" y B’ estardn a distinto lado de o/

Ejercicio 279. Pruebe el lema Recuerde que si un segmento
tiene sus extremos en lados distintos de un plano tiene que tener un
punto en el plano.

Corolario 280. Los semiespacios se transforman por un movimiento
en semiespacios y su borde en el borde del transformado. El semies-
pacio opuesto de un semiespacio 3 se transforma por un movimiento
en el opuesto del semiespacio transformado de 3.

Ejercicio 281. Pruebe el corolario m (sugerencia: opere analoga-
mente a la prueba del corolario [274]).

Lema 282. Una recta a perpendicular al plano o por un punto P, se
transformard por un movimiento en una recta o' perpendicular a un
plano o por un punto P’, donde o es el plano transformado de o y
P’ es el transformado de P.

Ejercicio 283. Muestre el lema [282 siguiendo los pasos a continua-
cion.
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7.

8.

. Abra una hoja de GeoGebra y elija la vista 3D. Oculte los ejes

coordenados.

. Escriba en la barra de comandos P = (3,3, 3).

Trace la perpendicular al plano xy por el punto P. Dibuje el
punto A pie de la perpendicular por P.

Dibuje los puntos B y C' no alineados con A sobre el plano xy.
Trace la recta d = DE en el plano xy.

Rote los puntos A, B, C'y P alrededor de d, 45° en sentido
antihorario. Apareceran los puntos no coplanares A’, B', C' y
P’. Suponga que este es el movimiento que se trata.

Pruebe que BAP y m’ son rectos.

Concluya la prueba.

Teorema 284. Las isomelrias son sobreyectivas.

Ejercicio 285. Muestre el teorema [284] siguiendo los pasos a conti-
nuacion.

. Abra una hoja de GeoGebra y elija la vista 3D. Oculte los ejes

coordenados.

Suponga p una isometria cualquiera y que los puntos primados
son imagen a través de u de los puntos sin primar. Sea « el
plano zy.

Dibuje sobre « tres puntos no alineados A, B, C' y una recta
a=DE.

Marque un punto F' que no esté en .

Rote los puntos A, B, C' y F, alrededor de a, 45° en sentido
antihorario. Apareceran los puntos no alineados A", B, C"y F'.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17

Trace el plano o/ determinado por A’, By C".

Marque un punto Y’ cualquiera del mismo lado que F’ con res-
pecto a . Dibuje a Y’ = (0,0,5).

Muestre que la preimagen de Y’ (si existe) deberia estar del
mismo lado que F' (sugerencia: vea el lema 278)).

Trace la perpendicular b a o desde Y'. Marque el pie G’ de la
perpendicular. Muestre que G’ existe y es tnico.

Muestre que existe un tnico punto G que esta sobre « tal que
le corresponde G’ a través de p (sugerencia: use el lema [272]).

Rote al punto G’, alrededor de a, 45° en sentido horario. Apa-
recerd un punto G”. Renombre a G” a G.

Marque la perpendicular ¢ a a por G.

Muestre que la transformada de ¢ por u debe ser b (sugerencia:
vea el lema [282))

Trace el segmento d = Y'G'.

Sobre ¢ trace un punto Y de tal modo que GY = G'Y’ = d, que
esté del mismo lado de a que F'.

Pruebe que el transformado de Y por pes Y.

. Concluya la prueba.

Corolario 286. Las isometrias admiten inversa y la inversa es una
1sometria.

Ejercicio 287. Pruebe el corolario m (sugerencia: use los teoremas

y [136)
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Teorema 288. Sean M, N, P, () cuatro puntos no coplanares de
una figura Q0 (o sea de un conjunto de puntos); sean M' un punto
arbitrario, a una recta que pasa por M', y o un plano que pasa por
a. Entonces Q puede moverse de tal manera que M coincida con M,
N se mueva sobre la recta a a un lado prefijado de M', P se mueva
a un lado prefijado de a, y Q) se mueva a un lado de . Ademds, este
movimiento serd unico ( figura m}

Figura 3.7.1: Movimiento o isometria

Ejercicio 289. Demuestre el teorema 288 siguiendo los pasos a con-
tinuacion.

1. Abra una hoja de GeoGebra y elija la vista 3D. Oculte los ejes
coordenados.

2. Dibuje sobre el plano zy tres puntos no alineados M, N, P.
3. Dibuje los puntos Q y M’ fuera de xy.
4. Trace la recta a que pase por M.

5. Dibuje el plano o que pase por a distinto de xy.
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6.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Dibuje un punto N’ (aproximadamente, no es relevante la pre-
cision) a un lado cualquiera de M’ sobre la recta a, tal que
MN = M'N'.

Trace la recta b = M N y sobre b un punto X.

Defina una funciéon p; de los puntos de la recta b en los puntos
de la recta a de la forma siguiente:

a) Siel punto X esté en la semirrecta M N, entonces p; (X) =
X' sera el Gnico punto que se encuentra en la semirrecta

M'N' tal que MX = M'X".
b) Si el punto X es M, entonces p; (X) = X" es M.

¢) Si el punto X estd en la semirrecta opuesta a la M N,
entonces 1 (X) = X' sera el tinico punto que se encuentra
en la semirrecta opuesta a la M'N’ tal que MX = M'X’.

. Demuestre que py estd bien definida, es decir, que cada punto

de b tiene una tnica imagen en a.
Dibuje un punto Y sobre b, tal que esté entre M y X.
Sea Y = uy (V). Pruebe que XY = X'Y".

Pruebe que p; es una isometria sobre los puntos de la recta b,
que envia a N a N'.

Borre los puntos X y Y, dibuje nuevos X y Y sobre el lado de
b en el plano zy donde estd P. Llame a este semiplano .

Dibuje un punto P’ a un lado cualquiera de la recta a sobre
a, tal que MP = M'P'y NMP = N'M'P’. Llame 3’ a este
semiplano.

Defina una funcién ps de los puntos del plano zy en los puntos
de « de la forma siguiente:
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

a) Si el punto X estd en [ entonces us (X) = X' sera el
unico punto que se encuentra en ' tal que M X = M'X’
y NMX = N'M'X'.

b) Siel punto X esta en b entonces s (X) = py (X).

c¢) Si el punto X estd en el semiplano opuesto a /3, entonces
p2 (X) = X' seré el tnico punto que se encuentra en el
semiplano opuesto a 3, tal que MX = M'X'y NMX =
NM'X',

Demuestre que po esta bien definida.

Sea Y' = s (Y'). Pruebe que YMX =Y M'X' (sugerencia: use
el teorema [153)).

Pruebe que los tridngulos NM X y N'M’X’ son congruentes.
Pruebe que XY = X'Y".

Pruebe que us es una isometria sobre los puntos del plano zy,
que lleva a P en P'.

Borre los puntos X y Y, dibuje nuevos X y Y sobre el lado del
plano zy donde ya esta (). Llame a este semiespacio superior y
al opuesto inferior.

Trace el punto (), el tnico pie de la perpendicular desde ) al
plano zy.

Dibuje un punto " a un lado cualquiera del plano «, tal que el

pie de la perpendicular Q) = ps (Qo) vy Q'Qf = QQp. Llame ~/
a este semiespacio.

Sea X, el pie de la perpendicular desde X al plano xy. Defina

una funciéon pz de los puntos del espacio en si mismo de la forma
siguiente:
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

a) Si el punto X estd en el semiespacio superior, entonces
ps (X) = X’ seré el tinico punto que se encuentra en ' tal
que X Xy = X'X(), donde X es el pie de la perpendicular
desde X’ al plano oy X = pa (Xo).

b) Si el punto X estd en el plano zy, entonces uz(X) =
piz (X).
c) Si el punto X estd en el semiespacio inferior, entonces

ps (X) = X' seré el tnico punto que se encuentra en el
semiespacio opuesto a 7' tal que X X, = X' X{.

Demuestre que pu3 esta bien definida.

Sean Y’ = u3 (YY), Yy el pie de la perpendicular desde Y al plano
xy, v Yy = pa (Yo). Suponga que X, Xy y Y no estan alineados.
Pruebe que X', X v Y’ no estan alineados y que los triangulos
XXoYy y X' XY, son congruentes.

Pruebe que los dngulos )5/070 y XYy X{ son congruentes.

Pruebe que los angulos )?YO\Y y )ﬁfo’\Y’ son congruentes.
Pruebe que los tridngulos XYY y X'Y Y’ son congruentes.
Pruebe que XY = X'Y".

Pruebe que u3 es una isometria, que lleva a ) sobre ()'.

Para mostrar que p3 es la tnica isometria posible bajo las hipo-
tesis del teorema, suponga para reducir el problema al absurdo
que existe otra isometria v £ 3.

a) Pruebe que debe existir un punto A y dos puntos A; =
ps (A) y Az = v (A) tal que Ay # As.

b) Considere los casos siguientes:

1) A esta en la semirrecta M N.
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a’ Pruebe que A; y Ay deben estar en la semirrecta
M'N’.
b’ Pruebe que los segmentos M'A; y M’ A, no pueden
ser congruentes.
¢’ Concluya que esto lleva a un absurdo.
2) A esta en la semirrecta opuesta a la MN.
a’ Opere como en el caso anterior.

3) A esté en el semiplano de zy donde esta P.

a’ Pruebe que A; y Ay deben estar en el semiplano
de « donde esta P'.

b’ Pruebe que los tridngulos A;M'N"y A;M'N' de-
ben ser congruentes.
¢’ Concluya que esto lleva a un absurdo.
4) A esta en el semiplano de zy donde no esta P.
a’ Opere como en el caso anterior.
5) A esta en el semiespacio superior.

a’ Pruebe que A; y Ay deben estar en el semiespacio
de borde « donde esta @'

b’ Pruebe que A, Ay y M’ no pueden estar alineados.

¢’ Abra una hoja de GeoGebra en la vista 3D y oculte
los ejes coordenados.

d’ Dibuje los puntos M’', N y P’ no alineados sobre
el plano xy.

e/ Marque dos puntos distintos A; y A, fuera del
plano xy.

f" Trace los segmentos a = M'A; y b = M'A,. Pin-
telos de rojo.

¢’ Trace el plano ¢ que contiene a Ay, Ay y M’ .

h' Trace la recta d, interseccion del plano zy con c.

i’ Marque un punto B’ # M’ sobre d, tal que Am’\B’ <
AMB.
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7' Muestre que existe un punto B tal que B’ = 3 (B)
v B" = v(B) (observe que B’ esta en el plano
determinado por M', N'; P’).

k" Trace los segmentos ¢ = B’A, y f = B’A,. Pinte-

los de azul.

I" Muestre que e y f son congruentes.
m’ Pruebe que los tridangulos AyM'B" y A;M’'B’ son
congruentes.

n’ Muestre que esto lleva a un absurdo.

6) A esta en el semiespacio inferior. Opere como en el
item anterior.

¢) Concluya la prueba por el absurdo.
33. Concluya la prueba.

Corolario 290. (Simetria especular) Si tres puntos M, N y P de
la figura Q que no estdn en una misma recta coinciden con sus puntos
correspondientes M', N', P’ de la figura congruente €', son posibles
dos casos: 1) cada punto de S coincide con el punto correspondiente
de la figura QV; 2) Cada punto de la figura Q del plano MNP coin-
cide con el punto correspondiente de la figura V', mientras que los
restantes puntos correspondientes de estas figuras se encuentran en
lados diferentes con respecto al plano MNP y cada punto de la figura
Q' queda determinado de manera univoca por la posicion del punto
correspondiente de la figura Q. (En este caso las figuras se llaman
simétricas, o especulares).

Corolario 291. (Movimiento Plano) Sean M, N, P tres puntos
no colineales de una figura Q; sean M' un punto arbitrario del plano
MNP, a una recta que pasa por M'. Entonces Q puede moverse de
tal manera que M coincida con M', N se mueva sobre la recta a a un
lado prefijado de M', y P se mueva a un lado prefijado de a. Ademds,
este movimiento plano serd tunico.
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Figura 3.7.2: Simetria especular

Corolario 292. (Simetria axial) Si dos puntos M y N de la figura
Q que no estan en una misma recta coinciden con sus puntos corres-
pondientes M’ y N’ de la figura congruente ', son posibles dos casos:
1) cada punto de §) coincide con el punto correspondiente de la figura
; 2) cada punto de la figura ) de la recta M N coincide con el punto
correspondiente de la figura ', mientras que los restantes puntos co-
rrespondientes de estas figuras se encuentran en lados diferentes con
respecto a la recta MN y cada punto de la figura Q' queda determi-
nado de manera univoca por la posicion del punto correspondiente de
la figura Q (en este caso las figuras se llaman simétricas azxiales).

Corolario 293. Dada una semirrecta ay de origen O de una recta a,
un plano a que contiene a a, un lado aq de a en o y un lado €2y de
a; y una semirrecta ay de origen O' de una recta a', un plano o que
contiene a a', un lado o) de @’ en o' y un lado Q) de o, eriste un
inico movimiento que lleva a; en ay, oy en oy y Qy en Q.

Ejercicio 294. Pruebe los corolarios 290 291} [292[ y [293[ (sugerencia:
use el teorema [288|).
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Giros y traslaciones

Definicién 295. El movimiento de una figura, asi como de todo el
espacio, se llama giro con respecto a un punto O, si O coincide con el
punto correspondiente O’, es decir, si O es un punto fijo. Al punto O
le llamamos centro de la simetria. Kl movimiento de una figura, asi
como de todo el espacio, se denomina giro con respecto a una recta
a, si cada punto de la recta a coincide con su punto correspondiente,
es decir, cada punto de a queda fijo. A la recta a le llamamos eje de
giroff]

Definicién 296. Un movimiento se llama traslacion a lo largo de la
recta u, si se satisfacen las siguientes tres condiciones:

1. Cada punto de la recta u se desplaza, quedando sobre la misma
recta u.

2. Cada punto de algin plano « que contiene la recta u permanece
en dicho plano, al mismo lado de la recta w.

3. Cada punto que no pertenece a o permanece al mismo lado de
este plano.

Observacion 297. En el caso de los giros, admitimos la simetria central
en el espacio y la simetria especular. La primera se refiere a que un
punto y su imagen (salvo el propio centro) determinan un segmento
que tiene al centro como punto medio. De mismo modo, la segunda
considera un plano fijo e intercambia de semiespacio los otros puntos.
Intuitivamente, estas simetrias cambian el sentido de la mano derecha
por el de la mano izquierda. También se desprende de la definicién
dada de giros y traslaciones que la identidad es tanto una traslaciéon
como un giro.

Teorema 298. El producto de dos movimientos es un movimiento.

4Note que si hay dos puntos fijos A y B en una isometria, es decir, si es tanto
un giro con respecto al punto A como con respecto al punto B, entonces es un
giro con respecto a la recta AB.
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Ejercicio 299. Pruebe el teorema [20§| (sugerencia: suponga el movi-
miento u que lleva a los puntos (arbitrarios) M y N a los puntos M’
y N’y el movimiento v a los puntos M’ y N’ a los puntos M"” a N”.
Use el teorema, para mostrar que MN = M"N", o sea que vu es
una isometria).

Teorema 300. Los movimientos con la operacion binaria de compo-
sicion tienen la estructura de grupo.

Ejercicio 301. Pruebe el teorema m (sugerencia: verifique que el
producto de movimientos es efectivamente una operaciéon binaria. Use
el teorema [298] Recuerde que la composicion de funciones es asocia-
tiva. Note que la funcion identidad es una isometria y que la inversa
de una isometria es una isometria. Vea el corolario .

Teorema 302. Todo movimiento puede descomponerse en un pro-
ducto de una traslacion y un giro con respecto a un punto.

Ejercicio 303. Pruebe el teorema [302 (sugerencia: sean dos figuras
Q y € correspondientes a través del movimiento p. Tome un punto M
en ) y sea M’ el correspondiente por . Sea 7 la traslacion que lleva
M a M'. Verifique con el teorema que 7 existe como isometria.
Sea 2" la imagen de Q por 7. Verifique con el teorema [300] que existe
un movimiento que lleva Q7 en €' y que ese movimiento es un giro
con respecto a un punto).
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Capitulo 4

Continuidad

Los axiomas de continuidad nos permiten asignar a cada segmen-
to, de manera unica, un numero real positivo llamado longitud del
segmento, a partir de la eleccion de un segmento unidad (axioma de
Arquimedes). Reciprocamente, dichos axiomas, nos permiten determi-
nar la existencia de un segmento cuya longitud sea igual a un niimero
real positivo dado (axioma de Cantor)/[l]

4.1.

IV1

IV 2

Axiomas de continuidad

(Axioma de Arquimedes) Sean AB y C'D segmentos arbi-
trarios. Entonces, sobre la recta AB existe un ntimero finito
de puntos A, As, ... A, situados de manera que A; estd entre
Ay Ay, A, estd entre Ay y As, etc., tales que los segmentos
AAL, A1 Ay, A1 A, son congruentes al segmento CD y B
estd entre Ay A,.

(Axioma de Cantor). Supongamos que en una recta arbitra-
ria a se da una sucesion infinita de segmentos A, B1,A5B,, .. .,
de los cuales cada uno esta en el interior del precedente; su-
pongamos, ademas, cualquiera que sea un segmento prefijado,

!Dependiendo del contexto, usamos la misma notacién para un segmento y
para su longitud.
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C D
-— =
A A, A, Ay Ay BAS

Figura 4.1.1: Axioma de Arquimedes

existe un indice n para el cual A, B, es menor que este segmen-
to. Entonces, existe sobre la recta a un punto X que esta en el
interior de todos los segmentos A; By, AsB», etc.

Figura 4.1.2: Axioma de Cantor

Proposicion 304. Hay un solo punto que estd en el interior de todos
los segmentos mencionados en el arioma de Cantor.

Ejercicio 305. Pruebe la proposicion suponiendo que hay dos
puntos X y Y., y muestre que el segmento XY deberia estar en el
interior de todos los segmentos lo que contradiria el corolario y
el teorema [192

Longitud de segmentos

Definicién 306. llamamos longitud a toda funcion de los segmentos
en los nimeros reales positivos que cumple las condiciones siguientes:

M 1 A segmentos congruentes le corresponden longitudes iguales.

M 2 Si B es un punto interior del segmento AC y a los segmentos

AB y BC' les corresponden las longitudes a y b respectivamente,
entonces al segmento AC' le corresponde la longitud a + b.
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M 3 Existe un segmento OO’ de longitud 1.

Al segmento OO’ le llamamos unidad lineal o unidad de medida de

longitudes. La notacion de la longitud de un segmento a = AB, es |a|
o |AB].

Lema 307. Si un segmento a = AB es mayor que otro ' = A'B’
entonces |a| es mayor que |d’|.

Ejercicio 308. Demuestre el lema [307| siguiendo los pasos a conti-
nuacion.

1. Dibuje dos segmentos a = ABy o' = A'B’, con AB > A'B’.

2. Muestre que existe un punto P entre Ay B tal que AP = A'B’.
Dibjelo.

3. Dibuje los segmentos + = AP y y = PB. Pintelos de colores
diferentes.

4. Muestre la igualdad numérica

la] = ||+ |y]
5. Muestre la igualdad numérica

lal = [a'| + 1y
6. Concluya la prueba.

Proposicion 309. En todo tridangulo la longitud de cualquier lado es
menor que la suma de las longitudes de los otros dos y mayor que el
mddulo de la diferencia de las longitudes de los mismos.

Ejercicio 310. Pruebe la proposicion siguiendo los pasos a con-
tinuacion.

1. Dibuje un triangulo ABC' de tal modo que el lado a = BC' sea
mayor que el lado b= AC'y ¢ = AB.
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2. Muestre que a < b+ ¢ (sugerencia: vea el teorema [225)).

3. Muestre que |a| < |b+ ¢| (sugerencia: vea el lema [307).

4. Pruebe que |b+ c| = |b] + |c].

5. Concluya con la primera afirmacion de la proposicion 309}
6. Pruebe que |a| — |c¢| < |b] y |a| — |b] < |¢].

7. Pruebe que |la| — |c[| < [b] y [la] —[b]] <],

8. Concluya con la segunda afirmacion de la proposicion [309]

9. Concluya la prueba.

El proceso de medicién

Observacion 311. El proceso de medicion es un proceso tedrico que
considera como entrada un segmento cualquiera y como salida una
expresion numérica. Primeramente, suponemos la existencia de un
segmento de longitud unidad OO;. Sea un segmento cualquiera AB de
longitud a. El proceso de medicion determina puntos Ay, Ao, ..., A,
sobre la semirrecta de origen A que pasa por B, de tal modo que
A; A1 = OO0y, hasta que ocurra algunos de los casos siguientes:

1. Si alguno de los puntos A,, coincide con B, el proceso de medi-
cion devuelve el nimero n y se detiene.

2. Teniendo en cuenta el axioma de Arquimedes, existiran dos pun-
tos A, A1 de tal modo que B esta entre A, y A,.1. En este
ultimo caso, el proceso de medicién devolvera n, pero determi-
nara un punto P; que seré el punto medio del segmento A, A, 1.

a) Si P; coincide con B, el proceso se detendra y devolvera
n, 1. Si no es asi, pueden darse dos casos:
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1) B estara entre A, y P;. El procedimiento devolvera
n,0 y llamara P, al punto medio del segmento A, P;.
Si P, coincide con B, devolvera n,01 y el proceso se
detendra.

2) B estaré entre Py y A, 1. El procedimiento devolvera
n, 1y llamara P, al punto medio del segmento P; A, 1.
Si P, coincide con B, devolvera n,11 y el proceso se
detendra.

b) El proceso continuard generando una sucesion Pj, Py, ...
que puede finalizar o no siguiendo la forma explicada méas
arriba.

Lema 312. Si existe una funcion longitud de segmentos, entonces, el
entero n que devuelve el proceso de medicion es la parte entera de la
longitud de segmento.

Ejercicio 313. Pruebe el lema|312|siguiendo los pasos a continuacion.

1. Dibuje dos segmentos a = AB y b = C'D, tal que a sea mucho
mayor que b y que a no se encuentre en posicion vertical.

2. Cargue la herramienta para transportar segmentos.

3. En la barra de entrada de comandos escriba: n = 0y ListaA =

{A}.
4. Dibuje los puntos E, F'y G. Oculte F y G.

5. Coloque un botén en algin lugar de la pantalla.

a) En la caja de didlogo, en el titulo coloque Arquimedes 1.
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C D

Segmento Unidad

A 2 o
B
AB — 2
ot S B
B
AB — 2,1
A 2, P20
B
AB — 2,0
ol A2 Py Py Az
B
AB — 2,01
ot S S I R
B
AB — 2,1
ot SR S I B
B
AB — 2,11
148

Figura 4.1.3: Proceso de Medicion para n = 2



4.1. AXIOMAS DE CONTINUIDAD

b) Escriba (sin la numeracion):
i. ListaA=CopiaObjetoLibre|ListaA|
ii. E=Elemento|ListaA,n+1|
iii. E=CopiaObjetoLibre|E]
iv. G=TransportedeSegmentos|C,D,E B]
v. G=CopiaObjetoLibre|G]
vi. F=Si|G*(1,0)>B*(1,0),CopiaObjetoLibre|F|,G]
vii. F=CopiaObjetoLibre[F|
viii. ListaA=Si|G*(1,0)<B*(1,0),
Anade|CopiaObjetoLibre|ListaA|,F|,
CopiaObjetoLibre|ListaAl]
ix. n=Si|G*(1,0)<B*(1,0),n+1,n]

¢) Sabiendo que el comando “CopiaObjetoLibre” se usa para
quitar la dependencia de un objeto de otro, explique la
razom de las lineas i, iii, v, vii.

d) Sabiendo que el comando “Elemento” se usa para extraer
un elemento de una lista, explique la razon de la linea ii.

e) Sabiendo que la herramienta “Transporte de segmentos”
tiene asociado el comando “TransportedeSegmentos”, ex-
plique la razon de la linea iv.

f) Explique la linea vi (la expresion G « (1, 0) significa el pro-
ducto escalar de G con el versor (1,0). Se usa para extraer
la primera componente de un vector, en este caso G).

g) Sabiendo que el comando “Afiade”, agrega un elemento a
una lista, explique la razén de la linea viii.

h) Presione el boton “Aplicar” en el pie del cuadro de texto.
6. Coloque un botén en algin lugar de la pantalla
a) En la caja de didlogo, en el titulo coloque “Reset”.

b) En el cuadro de texto
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10.

11.

12.

13.

ListaA={A}
n—0

¢) Explique este boton.

d) Presione “Aplicar” en el pie del cuadro de texto.

Presione el botén “Reset”.

Presione el boton “Arquimedes” varias veces y observe la varia-
cion de n.

Modifique el tamano del segmento C'D y vuelva a observar la
variacion de n.

Considere el segmento C'D como unidad lineal, pruebe que el
proceso de medicion (teorico) siempre devolvera un valor n y
una sucesion finita de puntos Ay, As, ..., A, sobre la semirrecta
de origen A que pasa por B, de tal modo que A;A; 1 = CD.

Muestre que cualquier funcién de longitud A\ que se establezca,
asignara a cualquier segmento A; A, 1 el valor 1 (coincidente con
el valor que entregara el proceso de medicion).

Muestre que cualquier funcion de longitud A\ que se establezca,
asignara a cualquier segmento AA, el valor n (coincidente con
el valor que entregara el proceso de medicion).

Concluya la prueba.

Lema 314. Si existe una funcion longitud de segmentos, entonces el
proceso de medicion dard la parte no entera de cualquier segmento
menor que la unidad lineal en base binariaf]

2Un ntmero expresado en forma binaria puede, a veces, ser expresado de
dos formas distintas. Por ejemplo, el nimero 11,01 puede expresarse como
11,001111... (infinitos 1). A lo largo de este texto elegiremos la primera forma
exclusivamente.

Consecuentemente, si tenemos dos numeros a = ¢, ajasas... y b = d, b1babs...
con ¢ =d, a > b si existe un entero n tal a,, =1y b, =0,y a; = b;, para i < n.
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Ejercicio 315. Pruebe el lema[314]siguiendo los pasos a continuacion.

1.

Dibuje un segmento a = AB, que no sea vertical, y un punto C'
en a.

Cargue la herramienta para transportar segmentos.

En la barra de entrada de Comandos escriba n = 0, ListaA =
{A} y ListaB = {B} y ListaBin = {0}.

Dibuje los puntos D, E, F, Gy H. Oculte £, F, Gy H.

Coloque un botén en algin lugar de la pantalla con el titulo
“Arquimedes2”.

a) Escriba:

n=n+1
ListaBin=CopiaObjetoLibre | ListaBin |
ListaA=CopiaObjetoLibre [ ListaA |
E=Elemento | ListaA ,n]
E=CopiaObjetoLibre [E]
ListaB=CopiaObjetoLibre | ListaB |
F=Elemento | ListaB ,n]|
F=CopiaObjetoLibre [F]
D=PuntoMedio [E,F|
D=CopiaObjetoLibre [D]|

r=Cx(1,0)

r=CopiaObjetoLibre |1 |

s=Dx(1,0)

s=CopiaObjetoLibre s |

G=Si|r<s, E, D]
G=CopiaObjetoLibre [G]|

H=Si|r<s, D, F|
H=CopiaObjetoLibre [H|

m=Si|r<s, 0,1]
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m=CopiaObjetoLibre [m]

ListaA—Anade| CopiaObjetoLibre [ ListaA | ,G]
ListaB=Anade| CopiaObjetoLibre | ListaB | ,H]
ListaBin=Anade | CopiaObjetoLibre | ListaBin | ,m|

b) Interprete este boton.

¢) Presione el boton “Aplicar” en el pie del cuadro de texto.
6. Coloque un boton en algtin lugar de la pantalla llamado “Reset”

a) En el cuadro de texto

n—0
ListaA={A}
ListaB={B}
ListaBin—{0}

b) Interprete este boton.

¢) Presione “Aplicar” en el pie del cuadro de texto.

7. Presione el botén “Reset”.

8. Presione el botén “Arquimedes2” varias veces y observe la va-
riacion de los objetos ListaA, ListaB, ListaBin y n.

9. ;Qué tipos de sucesiones se explicitan en las listas ListaA y
ListaB?

10. ;Qué se indica en la ListaBin? (Recuerde la expresion binaria
de un nimero real).

11. Observe que este procedimiento esté de acuerdo con la definicion
de la longitud de segmentos.
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12. Suponga las funciones de longitud A\; y Ay cuya imagen se ex-
presa en forma binaria (ambas con la misma unidad lineal).
Suponga un segmento a menor que la unidad lineal tal que

)\1 (a) = O, aijasas . ..

)\2 (a) = O, b1b2b3 c.

v que el proceso de mediciéon da la lista
{m17 mo, Mg, .. }
donde a;, b; y my son 0 o 1, ¢, j, k son enteros positivos.

a) Pruebe que si a es congruente con a la mitad de la unidad
lineal, entonces a; = by = my = 1y a; = b; = m; = 0,
(1 < j) (observe que si x < 0,1, entonces =+ < 1y
recuerde que 1 =3 02 27°).

b) Pruebe que si a es congruente con la 2"—ésima parte de
la unidad lineal, entonces a,, = b, = m, = 1y a; = b; =
m; =0, (j # n) (sugerencia: aplique induccion sobre n).

¢) Pruebe que si a es congruente con una suma finita de seg-
mentos iguales a la 2"—ésima parte de la unidad lineal,
entonces a, = b, =m, =1y a; =b;j =m; =0, (j #n)
(sugerencia: use induccion sobre n).

d) Pruebe que si A\; (a) tiene parte no entera finita, entonces
)\1 (CL) = )\2 (CL)

e) Concluya la prueba.

13. Verifique que este proceso da la representaciéon binaria de la
longitud de un segmento menor que la unidad lineal (bajo el
supuesto que se haya mostrado la existencia de una longitud).
En otras palabras, si hubiésemos dado la longitud de todos los
segmentos, el proceso de medicién la expresaria. Por lo tanto,
si existe la longitud, serfa tnica.
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Lema 316. Si asignamos a cada segmento el resultado del proceso de
medicion, entonces el proceso de medicion aplicado a

1. la unidad lineal da 1,

2. segmentos congruentes da resultados iguales.

Ejercicio 317. Pruebe el lema [316| usando el teorema para mos-
trar que la sucesion de puntos que surgen en cada paso del proceso
de medicion estan en la misma disposicién y, consecuentemente, el
resultado serd el mismo.

Lema 318. Sea r una recta y sea una sucesion de puntos Ay, As, . ..
en 1 tal que A; estd entre A;_y y Aj1, y sea otra sucesion By, Bs, . ..
también sobre tal que el segmento B,,B,,_1 < ApnAm_1 para todo m,
entonces si Ay estd entre By y Ay entonces A, estd entre B, y A,y1,
para cualquier n.

Ejercicio 319. Pruebe el lema 318
1. Suponga que A; estd entre By y As.

2. Pruebe que el paso base de la prueba por induccién de la pro-
posicion A, estd entre B, y A,1 se cumple.

3. Suponga que para un k entero positivo fijo se cumple que Ay
estd entre By v Agi1.

a) Suponga que By, esta en la semirrecta abierta By Ay.

1) Muestre que ByBjy1 < ApAgi1 < BrAgia.
2) Pruebe que By, esta entre By y Agyq.
3) Muestre que Ay, estd entre Byi1 y Agio.

4) Concluya la prueba para este caso.

b) Suponga que By, esta en la semirrecta opuesta abierta a
la B, Ay concluya la prueba para este caso.

¢) Suponga que By es By y concluya la prueba para este
caso.
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4. Concluya la prueba.

Lema 320. Sea un segmento P(Q). Siempre es posible encontrar un
numero n tan grande como para que al dividir la unidad lineal en 2"
partes iguales se obtengan segmentos cada uno de los cuales es menor

que PQ).
Ejercicio 321. Demuestre el lema [320

1. Sea OO’ la siguiente sucesion de puntos generada de la manera
siguiente: Sea A; punto medio del segmento OO’, A, punto me-
dio del segmento A;0’, y en general A,, punto medio de A, 10’
(para cualquier n). Muestre que A; est entre A;_; y Aj.1.

2. Muestre por induccién que la longitud del segmento A, A, 1 es
5, para cualquier n.

3. Suponga, para reducir el problema al absurdo, la existencia de
un segmento P() tal que su longitud es menor que 2% para
cualquier n entero positivo.

a) Construya la sucesion de puntos sobre la semirrecta OO’
de la forma siguiente: B; tal que OB; = PQ, B, tal que
BBy = PQ y By entre Oy B,, Bs tal que BoB3 = PQ y
B> entre By y Bs, y asi sucesivamente.

b) Muestre que B,,By—1 < AmAn—1 para todo m.

¢) Use el lema anterior para mostrar que A, estd entre B, y
A,y1, para cualquier n.

d) Use el lema anterior para mostrar que esto contradice el
axioma de Arquimedes.

4. Concluya la prueba.

Corolario 322. Fl proceso de medicion no puede devolver el numero
0,11111...

Ejercicio 323. Probar el corolario [322] siguiendo los pasos a conti-
nuacion.
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1. Suponga, para reducir el problema al absurdo, que a = 0, 11111. ..
es el resultado del proceso de medicion al medir un segmento b.
a) Muestre que b < OO’; con OO’ la unidad lineal.

b) Pruebe que existe un punto O” entre O y O’ tal que OO"es
congruente con b.

¢) Muestre que OO” es mayor que la mitad de la unidad lineal.

d) Muestre que O"O" es menor que la mitad de la unidad
lineal.

e) Muestre que OO” es mayor que tres cuartos de la unidad
lineal.

f) Muestre que O”0O’ es menor que un cuarto de la unidad
lineal.

g) Muestre que OO” es mayor que siete octavos de la unidad
lineal.

h) Muestre que O”O’ es menor que un octavo de la unidad
lineal.

i) Muestre que OO"” es mayor que
1
271

de la unidad lineal, para cualquier n > 0 .

7) Muestre que O”O’ es menor que
1
on
de la unidad lineal, para cualquier n > 0 .
k) Muestre que esto contradice el lema [320]

2. Concluya la prueba.

Corolario 324. El proceso de medicion de un segmento no puede
conducir a una fraccion binaria infinita en la cual todas las cifras son
wguales a 1, a partir de cierto orden.

156



4.1. AXIOMAS DE CONTINUIDAD

Ejercicio 325. Pruebe el corolario [324] con ayuda del corolario [322

Lema 326. Si el segmento A*B* es menor que el AB y los nimeros
b* y b fueron obtenidos al medir estos segmentos, entonces b* < b.

Ejercicio 327. Pruebe el lema[326]siguiendo los pasos a continuacion.

1.

7.

Dibuje un segmento a = AB, un segmento b = C'D y un seg-
mento ¢ = OO'. Considere a OO’ la unidad lineal.

. Sobre la semirrecta AB transporte el segmento C'D. El punto

resultante llamelo B’.

Transporte el segmento OO’, n veces, a partir de A hacia B
hasta que la sucesién de puntos Aq,..., A, sea tal que AA,

sea mayor que AB y que AB’. Dibuje la sucesion de puntos
A, AL

. Mueva el punto D y el punto B, de tal forma que A,,_; esté entre

By B',y B interior a a ;Qué resultados da la parte entera del
proceso de medicion sobre los segmentos a 'y AB'?

Mueva el punto D y el punto B, de tal forma que ambos estén
entre A,_1 y A,, pero que B’ sea interior a a.

Muestre que si en este tltimo caso el proceso de medicién diera
una sucesion de puntos tales que no hay ninguno entre By B’
contradiria la proposicion [320

Concluya la prueba.

Teorema 328. Sea AC un segmento arbitrario, B un punto interior

de AC. Sean a, b y c, los nimeros obtenidos al medir los segmentos
AB, BC y AC. Entonces

at+b=c

Ejercicio 329. Para demostrar el teorema [328| siga los pasos a con-
tinuacion.
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1. Dibuje los segmentos a = AC' y el punto B en a.
2. Dibuje el segmento d = DE y considérelo la unidad lineal.

3. Dibuje un punto H en d tal que el segmento DH tenga su igual
al/8.

4. Transporte el segmento DH a partir de B hacia C, k veces
determinando los puntos C1, ..., C} de tal modo que

BC,_1 < BC < B(C,,

5. Transporte el segmento DH a partir de B hacia A, [ veces de-
terminando los puntos Ay, ..., A; de tal modo que

BAl_l < BA KL BA[

6. Muestre que
A 1Cpy < AC < ACy

7. Sean a, by ¢, los numeros obtenidos al medir los segmentos AC,
AB y BC. Muestre que

1 1
— (-1 < —1
2n< ) < C—2n
1 1
—(k—1 b< —k
2n( ) < —2n
1
—(k+1-2) < a§2—n(k+l)
8. Pruebe que
o <a+b—c< S

9. Concluya la prueba.

Teorema 330. Cualquiera que sea el nimero real a > 0 existe algin
segmento que es de longitud iqual a a.
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Ejercicio 331. Suponga un segmento de longitud 6,125. Describa
los pasos en un proceso de medicion jPara qué ntmeros el proceso
de medicién consta de infinitos pasos? ;Cuéando el resultado es una

sucesion periodica?

Ejercicio 332. Pruebe el teorema para el caso en que, si a < 1,
no puede ser representado por una sucesion finita; siguiendo los pasos

a continuacion.

1. Dibuje un segmento a = AB.

2. En la barra de entrada de comandos escribas:
ListaBin = {0,1,1,0,1,1}, n =1y r = 1.

3. Pegue un botoén, en el “Titulo” escriba NroYSegmento.

a) En “Guion”; copie el codigo siguiente:

n—n-+1
ListaBin=CopiaObjetoLibre | ListaBin |
r=Elemento| ListaBin ,n|
r=CopiaObjetoLibre ||
M=PuntoMedio [1,D]
M=CopiaObjetoLibre [M]
[=Si|r==0,CopiaObjetoLibre [I] ,M]
[=CopiaObjetoLibre 1]

D=Si|r==0M, CopiaObjetoLibre [D]]|
D=CopiaObjetoLibre [D]|

b) Interprete el programa.

¢) Presione “Aplicar”.
4. Pegue un botoén, en el “Titulo” escriba Reset-

a) En “Guion”, copie el codigo siguiente:
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10.
11.

12.
13.

14.

15.

16

b) Presione “Aplicar”.
Presione el boton “Reset”.
Oculte M.
Presione cinco veces el boton “NroY Segmento”.

Halle el niimero decimal f que corresponde a la forma binaria
0,11011.

. Dibuje el segmento b = Al.
En la barra de entrada escriba f = b/a.

Compruebe que el nimero f es igual al cociente de longitudes
b/a (sugerencia: en el ment “Opciones” elija redondeo y luego
cinco cifras decimales).

Suponga que la lista ListaBin es una sucesion binaria infinita.

Muestre que en este caso, a partir de un valor, no pueden ser
todos 0 o todos 1.

Note que de un paso al siguiente el segmento obtenido es la
mitad izquierda o derecha del anterior segiin el elemento de la
lista sea 0 o 1.

Muestre que se genera una sucesion infinita encajada de seg-
mentos.

. Use el axioma de Cantor para concluir con la prueba.

Proposicion 333. Dentro de cada segmento existen puntos que lo
dividen en n partes iguales.
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Ejercicio 334. Para demostrar la proposicion [333] siga los pasos a
continuacion.

1.

4.

Sea un segmento AB cualquiera. Pruebe que tiene una longitud
a.

. Pruebe que existe un segmento b que tiene longitud a/n para

un n entero positivo.

Pruebe que a partir de A en direccion a B pueden determinarse
puntos Ay, ..., A, tales que los segmentos A;A;11(1 <i<n—1),
son congruentes con by con AA;.

Concluya la prueba.

Definicién 335. Llamamos magnitud a toda funcion de los angulos
en los niimeros reales positivos que cumple las condiciones:

M 1 A angulos congruentes le corresponden magnitudes iguales.

M 2 Si la semirrecta [ es interior del dangulo < (h, k) y a los angu-

los < (h,l) y < (I,k) les corresponden las magnitudes o y
respectivamente, entonces al angulo < (h, k) le corresponde la
longitud a + S.

M 3 Existe un angulo < (o, 0’) de magnitud 1.

Al angulo < (0,0) le llamamos unidad angular o unidad de medida
de amplitudes.

Ejercicio 336. Enuncie el proceso de medicion para dngulos.

Teorema 337. (Funcién de coordenadas) Dado un plano o, una
recta a en o, un punto O en a. Llamemos positivo a uno de los semi-
espacios determinados por o y al otro negativo. Llamemos positivo a
uno de los semiplanos determinados por a y al otro negativo. Llame-
mos positiva a una de las semirrectas determinadas por O y a la otra
negativa. Llamemos a O origen de coordenadas. Asignemos a cada
punto P del espacio tres cantidades reales de la manera siguiente.

161



CAPITULO 4. CONTINUIDAD

1. Desde P tracemos una perpendicular a «. Sea M, el pie de
la perpendicular. Asignamos la cantidad z a P de la siguiente
manera:

a) Si P estd en el semiespacio positivo, z es la longitud del
segmento PM,, .

b) Si P estd en el semiespacio negativo, —z es la longitud del
segmento PM,,.

c) Si P estd en o, z es 0.

2. Desde M, tracemos una perpendicular a a. Sea M, el pie de
la perpendicular. Asignamos la cantidad y a P de la siguiente
manera

a) Si M, estd en el semiplano positivo, y es la longitud del
segmento MM, .

b) Si M, estd en el semiplano negativo, —y es la longitud del
segmento MM, .

c) Si M, estd en a, y es 0.
3. Asignamos la cantidad x a P de la siguiente manera

a) Si M, estd en la semirrecta positiva, x es la longitud del
segmento OM,.

b) Si M, estd en la semirrecta negativa, —z es la longitud del
segmento OM,.

c) Si M, es O, x es 0.

Entonces, esta asignacion es una funcion biyectiva de los puntos en las
ternas de numeros reales. A esta funcion la llamamos “coordenadas”.

Ejercicio 338. Pruebe el teorema [337| siguiendo los pasos a conti-
nuacion.

162



4.1. AXIOMAS DE CONTINUIDAD

Figura 4.1.4: Coordenadas del punto P

. Pruebe que existe un comportamiento funcional en la asigna-
cion del teorema, es decir, que para cualquier punto P, existen
todos los objetos requeridos por el teorema y ademas que son
tnicos (sugerencia: por ejemplo, debe probarse que existe un
tinico punto M, para cada P).

. Abra una hoja de GeoGebra en la vista 3D. Oculte los ejes y el
plano xy.

. Dibuje un plano «a.
. Marque un punto P que no esté en a.

. Sobre « dibuje una recta a = OA y un punto B fuera de a
pero en «. Llame positiva a la semirrecta OA, a la opuesta
negativa. Llame positivo al semiplano donde esta B y al opuesto,
negativo. Elija uno de los semiespacios y llamele positivo y al
otro negativo.
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6. Trace la perpendicular b desde P a «.
7. Marque el pie M, de b.

8. Trace la perpendicular ¢ desde M, a a.
9. Marque el pie M, de c.

10. Muestre que dados un plano «, una recta a en «, un punto O
en a y un punto P, puede determinarse tres cantidades reales
x, y y z, de forma tnica, tal que |z| = PM,, |y| = M, M, y
|x| = M,O y el signo de x, y y 2, conforme indica el teorema.

11. Pinte de rojo el segmento d = PM,, de azul al segmento e =
M,M, y de verde al segmento M,O.

12. Para considerar la funcion inversa considere 2/, ¢ y 2’ tres na-
meros realesﬂ cualesquiera. Demuestre que:

a) Existe un unico punto M, sobre a tal que:
1) si 2’ es positivo M! esté sobre la semirrecta positiva y
el segmento MO tiene longitud 2.

2) si 2’ es negativo M, esta sobre la semirrecta negativa
y el segmento MO tiene longitud —2’.

3) sia’ es cero M) es O.
b) Existe un tunico punto M/ sobre « tal que:

1) si ¢ es positivo M/ esta sobre la semirrecta perpen-
dicular a a de origen M. que esté sobre el semiplano
positivo y el segmento M/ M, tiene longitud v/

2) si ¥ es negativo M, esta sobre la semirrecta perpen-
dicular a a de origen M que esta sobre el semiplano
negativo y el segmento MM, tiene longitud —y/.

3) siy es cero M/ es M,.

3Las propiedades de los reales como un cuerpo continuamente ordenado las
presuponemos en este texto.
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¢) Existe un tnico punto P’ tal que:

1) si 2’ es positivo P’ esta sobre la semirrecta perpendi-
cular a a de origen M/ que esta sobre el semiespacio
positivo y el segmento P’ M, tiene longitud z’.

2) si 2’ es negativo P’ esta sobre la semirrecta perpendi-
cular a « de origen M/ que esta sobre el semiespacio
negativo y el segmento P’'M, tiene longitud —z'.

3) si 2’ es cero P’ es O.

d) Los nimeros z’, ¥/ y 2’ son las coordenadas de P’.
13. Concluya la prueba.

Corolario 339. FEntre el conjunto ordenado de todos los puntos de
una recta y el conjunto ordenado de todos los nimeros reales podemos
establecer una correspondencia biyectiva que preserva el orden.

Ejercicio 340. Pruebe el corolario [339] (sugerencia: revise el orden
de los puntos en una recta).

Observacion 341. Un resultado del estudio de los reales es el principio
de Dedekin que expresa lo siguiente:

Si todos los nimeros reales estén divididos en dos cla-
ses de manera que

1. cada namero pertenece a una clase y solo a una y
cada clase contiene nimeros;

2. cada numero de la primera clase es menor que cada
nimero de la segunda;

entonces, o bien en la primera clase existe un nimero ma-
ximo o bien en la segunda un minimo.

Teorema 342. (Principio de Dedekind para la recta) Si todos los
puntos de una recta estin divididos en dos clases de manera que:
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1. cada punto pertenece a una clase y solo a una; y cada clase
contiene puntos;

2. cada punto de la primera clase precede a cada punto de la se-
gunda;

entonces, o bien en la primera clase existe un punto que sigue a todos
los demds de su clase o bien en la sequnda uno que precede a todos
los demds de dicha clase.

— Primeraclase = — Segunda clase
A

A sigue a todos los demas puntos de su clase

B

B precede a todos los demas puntos de su clase

Figura 4.1.5: Principio de Dedekind

Ejercicio 343. Pruebe el teorema usando el corolario y el
principio de Dedekind para los reales.

Corolario 344. (Principio de Dedekind para los segmentos) Si todos
los puntos interiores de un segmento estdn divididos en dos clases de
Manera que:

1. cada punto pertenece a una clase y solo a una, y cada clase
contiene puntos;

2. cada punto de la primera clase precede a cada punto de la se-
gunda;

entonces, o bien en la primera clase existe un punto que sigue a todos

los demds de su clase o bien en la sequnda uno que precede a todos
los demds de dicha clase.
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Ejercicio 345. Pruebe el corolario [344] siguiendo los pasos a conti-
nuacion

1.

2.

9.

10.

Dibuje una recta a = AB.
Marque el segmento b = AB y pintelo de rojo.

Dibuje la semirrecta ¢ opuesta a la AB y pintela de azul.

. Dibuje la semirrecta d opuesta a la BA y pintela de verde.

. Sea X el conjunto de los puntos de la primera clase del segmento

by ) el conjunto de los puntos de la segunda clase del segmento
b, segiin el orden <4p.

Sea X’ la union de X con el conjunto de los puntos de ¢y )’ la
uniéon de ) con el conjunto de los puntos de d.

Pruebe que X’ y ) cumplen con las hipotesis del teorema [342]

Pruebe que en X’ existe un méaximo F o que en )’ existe un
minimo F'.

Pruebe que E es el maximo de X o que F' es el minimo de ).

Concluya la prueba.

Teorema 346. S todas las semirrectas interiores de un dngulo estdn
divididas en dos clases de manera que:

1.

cada semirrecta pertenece a una clase y solo a una, y cada clase
contiene alguna semirrecta;

cada semirrecta de la primera clase precede a cada una de la
sequnday

entonces, o bien en la primera clase existe una semirrecta que sigue
a todas las demds de su clase o bien en la sequnda, una que precede
a todas los demds de dicha clase.
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Ejercicio 347. Para demostrar el teorema siga los pasos a con-
tinuacion.

—_

. Dibuje tres puntos no alineados A, O y B.

[\

. Trace las semirrectas a = OA, b = OB.
3. Trace el segmento ¢ = AB.

4. Pruebe que a una clase de semirrectas interiores le correspon-
de una clase de los puntos interiores de ¢ por medio de una
biyeccion v (sugerencia: vea el teorema [120)).

5. Concluya la prueba.

Teorema 348. El principio de Dedekind puede ser deducido de los
grupos 1-1V de axiomas.

Ejercicio 349. Para demostrar el teorema siga los pasos a con-
tinuacion.

1. Suponga, para reducir el problema al absurdo, que existen dos
clases como las que asume el principio de Dedekind, pero que la
primera de las clases A no tiene méaximo, ni la segunda B tiene
un minimo.

a) Tome un punto Ay en Ay un punto By en B.

b) Tome el punto medio M del segmento Ay By.

¢) Si M esta en A renombre M = A; y By = By. Si M esté
en B renombre M = By y Ag = A;.

d) Muestre que existe en A un punto estrictamente mayor que
Ay y en B un punto estrictamente menor que Bj.

e) Tome el punto medio N del segmento A, B;.

f) Si N estd en A renombre N = Ay y By = By. Si N esta en
B renombre N = By y A1 = As.
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Muestre que existe en A un punto estrictamente mayor que
Ay y en B un punto estrictamente menor que Bs.

Construya (tedricamente) las sucesiones {A;}y v {Bi}y-

Muestre que ni {A; } ni {B; }, pueden ser constantes des-
de un orden en adelante (sugerencia: vea el corolario [324]).

Muestre que existe una subsucesion estrictamente creciente
/ . . .
{A}}y de {A;}y v subsucesion estrictamente decreciente

{Bily de {Bi}y.
Verifique que los segmentos A,B|, A1Bj, A,B), ... cum-
plen las hipotesis del teorema de Cantor.

Muestre que existe un punto C' que es mayor que cualquier
punto de {A’} y menor que cualquier punto de { B/} .
Muestre que si C' esté en A, entonces;
1) existe en A un punto A* que es estrictamente mayor
que C;
2) el segmento C' A* esta en todos los segmentos
AyBY, ALB;, A4Bj...
3) muestre que esto es contradictorio.
Muestre que si C' esta en B, entonces:
1) existe en B un punto B* que es estrictamente menor
que C;
2) el segmento C'B* esta en todos los segmentos
AyBh, 4By, ABy, .
3) Muestre que esto es contradictorio.

2. Concluya la prueba.

Teorema 350. Si a los aziomas I-1II le agregamos el principio de
Dedekind,

los axiomas de Cantor y de Arquimedes pueden ser dedu-

Ejercicio 351. Para demostrar el teorema siga los pasos a con-
tinuacion.
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10.

11.

12.

13.

. Suponga que existen dos segmentos AB y C'D que contradicen

el principio de Arquimedes, jen qué consiste la contradicciéon?
(sugerencia: tome el orden de los puntos en la recta AB desde
A a B).

. Forme una sucesion de puntos Ay,..., A, ,..., infinita a partir

de A en direccion a B, tal que los segmentos A;A; 11 (i =1,...),
AA; y CD son congruentes.

Note que ninguno de los puntos A; de la sucesién puede dejar a
B entre Ay A;.

Forme la clase de todos los puntos P tales que existe un A; que
sigue a P. Llame a ésta primera clase, y a todos los otros puntos
de la recta AB supoéngalos de la segunda clase.

. Verifique que estas clases satisfacen el principio de Dedekind.

Llamele E al punto de Dedekind. Muestre que debe estar en la
segunda clase.

Tome un punto F' que esté antes que E y que EF = CD.
Pruebe que F' debe estar en la primera clase.
Muestre que debe existir un punto A, después de F'.

Muestre que debe existir un punto A, después de E (lo que
es absurdo).

Concluya que esto prueba el principio de Arquimedes.

Suponga una sucesion de segmentos A;Bq,...,A,B,,... que
satisfagan las hipotesis del axioma de Cantor.

Muestre que las sucesiones Ay, ..., A,,... y Bi,...,B,, ..., de-
ben ser infinitas.
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14.

15.

16.

17.
18.

Forme la clase de todos los puntos P tales que existe un A; que
sigue a P. Llame a esta primera clase y a todos los otros puntos
de la recta A;B; supéngalos de la segunda clase.

Verifique que estas clases satisfacen el principio de Dedekind.

Llamele E al punto de Dedekind. Muestre que debe estar en la
segunda clase.

Pruebe que este punto no puede estar después de ningtun B;.

Concluya con la prueba.

4.1.1. La circunferencia

Definicion 352. Dado un punto O y un punto A # O, al lugar de
los puntos P tales que los segmentos AO y PO sean congruentes lo
llamamos circunferencia de centro O que pasa por A.

= A cualquier segmento OP, con P un punto de la circunferencia

le llamamos radio de la circunferencia.

Siun punto P esta a una distancia del centro menor que un radio
le llamamos punto interior. Si un punto P estd a una distan-
cia del centro mayor que un radio le llamamos punto exterior.
Al conjunto de los puntos interiores le llamamos interior de la
circunferencia. A la circunferencia con su interior le llamamos
circulo.

Sean Ay B dos puntos de una circunferencia, al segmento AB le
llamamos cuerda de la circunferencia. A las cuerdas que pasan
por el centro de la circunferencia las llamamos didmetros.

Una cuerda de una circunferencia divide a ésta en dos arcos de
acuerdo al lado de la prolongacion de la cuerda. Si la cuerda
AB no es un didmetro llamamos arco menor AB al arco que
estd del otro lado del centro de la circunferencia con respecto a
la recta AB y arco mayor AB al que estd del mismo lado del
centro.
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= Una recta tangente a una circunferencia es una recta con un

solo punto en comun con la circunferencia.

Proposicion 353. Una tangente a una circunferencia es la perpen-
dicular al radio por el punto de tangencia. Ademds, todos los demds
puntos de la circunferencia y los interiores a la misma se encuentran
del mismo lado del centro respecto de la tangente.

Ejercicio 354. Pruebe la proposicion siguiendo los pasos a con-

tinuacion.

1. Marque un segmento b = AQO.

2. Por A marque una recta a que no sea ni perpendicular ni colineal
al segmento b.

3. Trace la perpendicular ¢ a a por O.

4. Marque el pie de ¢ y llamele M.

5. Marque el simétrico A’ de A con respecto a M.

6. Pruebe que los tridngulos AMO y A’MO son congruentes.

7. Pruebe que si una circunferencia d de centro O pasa por A
entonces pasa también por A’. Dibuje a d.

8. Muestre que si una recta no es perpendicular al radio por un
punto de interseccién con la circunferencia, entonces no es una
tangente.

9. Concluya que si una recta es tangente a una circunferencia en-
tonces debe ser perpendicular al radio por el punto de tangencia.

10. Trace una perpendicular e a b por A. Pintela de rojo.
11. Marque en e un punto C' # A.
12. Muestre que OC > OA.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Muestre que si una recta es perpendicular al radio por un punto
de interseccion con la circunferencia, entonces es una tangente.

Marque un punto D cualquiera al otro lado de e que O.
Pruebe que existe un punto E de corte del segmento OD con e.
Marque un punto F' interior a la circunferencia.

Muestre que OD > OF > OA > OF.

Pruebe que un punto de la circunferencia o un punto interior,
no puede estar del otro lado del centro de la circunferencia con
respecto a la tangente.

Concluya con la prueba.

Proposicion 355. Una circunferencia y una recta no pueden tener
tres puntos en comun.

Ejercicio 356. Pruebe la proposicion siguiendo los pasos a con-
tinuacion.

. Dibuje la recta a = AB y un punto O fuera de ella.

Marque un punto C' con B entre Ay C.
Trace los segmentos b = AO, c = BO y d = CO.

Muestre que los segmentos b, ¢ y d no pueden ser congruentes
(Note que ABO es suplementario del OBC)).

Concluya la prueba.

Proposicion 357. Los puntos interiores de un segmento con extre-
mos en un circulo estin en el circuldl

4En este caso se dice que los circulos son conjuntos convezos.
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Ejercicio 358. Pruebe la proposicion 357 (sugerencia: use el corolario
920).

Proposicion 359. Sea una circunferencia ¢ de centro O1 y un punto
Oy # Oy. Sean dos puntos A y B sobre ¢ del mismo lado de la recta
a = 010,. Sean P el pie de la perpendicular b desde A a a, y Q
el pie de la perpendicular d desde B a a. Si QQ <o,0, P entonces

B/Ol\OQ < mg.

Ejercicio 360. Pruebe la proposicion siguiendo los pasos a con-
tinuacion.

1. Dibuje las hipotesis de la proposicion [359]
2. Muestre que los puntos P y @) estéan en el interior de c.

3. Suponga que O; esta en la semirrecta QP. Arrastre los puntos
Ay B para representar esta situacion.

a) Suponga para reducir el problema al absurdo que 1@1\02 <
BO,0s.
1) Pruebe que la semirrecta O1 A es interior a B/Ol\Og.
Pruebe que @ esta en la semirrecta O;0;.

)
3) Muestre que el segmento QB se apoya en B/Ol\Oz.
)

Muestre que la semirrecta O; A corta al segmento ()B
en un punto C.

5) Pruebe que C' es interior a c.

6) Muestre que A y O; estan a distintos lados de la recta
d.

7) Pruebe que todos los puntos de b, particularmente P
estan al otro lado de O; con respecto a d.

8) Muestre que @ esta entre Py O;.

9) Concluya que esto es absurdo.

b) Suponga que @2 = .B/()_bg y concluya que es absurdo.
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c)

Concluya la prueba de la proposicion para este caso.

4. Suponga que O; estd en la semirrecta opuesta a QQP. Arrastre
los puntos A y B para representar esta situacion.

Pruebe que @) esta entre O, y P.

Pruebe que d corta al segmento O A en un punto D. Dibuje
aD.

Pruebe que D esta en el interior de c.
Pruebe que D esta en el segmento Q) B5.

Muestre que B y () estan a distintos lados con respecto a
la recta O, A.

Muestre que B esta en el mismo lado que O, con respecto
a la recta O A.

Muestre que B es interior a @2.

Concluya la prueba de la proposicién @ para este caso.

5. Suponga que O; es (). Arrastre los puntos A y B para repre-
sentar esta situacion.

Pruebe que O esta entre Oy y P.

Muestre que B y P estan a distintos lados con respecto a
la recta O, A.

Muestre que B esta en el mismo lado que O, con respecto
a la recta O A.

Muestre que B es interior a @1\02.

Concluya la prueba de la proposicién para este caso.

6. Concluya la prueba.
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4.2.

Interseccion de recta y circunferencia

Lema 361. Sea una circunferencia c de centro O y radio r y una
semarrecta abierta s de origen A, con A en el interior de c. Entonces:

1.

existe en s un punto B en el interior de c. En otras palabras,
hay al menos un punto de s interior a c;

existe en s un punto C en el exterior de c. En otras palabras,
hay al menos un punto de s exterior a c;

st un punto D de s es interior a c, entonces todos los puntos
menores que D (segin s) en s, son interiores a c;

si un punto E de s es interior a c, existe un punto E' mayor
que E (seguin s) interior a c. En otras palabras, para cada punto
de s interior a c, hay otro punto de s interior a c, pero mayor;

st un punto F de s es exterior a c, entonces todos los puntos
mayores que F (seqin s) son exteriores a c;

st un punto G de s es exterior a c, existe un punto G' menor
que G (segin s) exterior a c. En otras palabras, para cada punto
de s exterior a c, hay otro punto de s exterior a c pero menor.

Ejercicio 362. Pruebe el lema [361

1.

Dibuje una circunferencia c de centro O y radio r y una semi-
rrecta abierta s de origen A, con A en el interior de c.

Muestre, usando los resultados de incidencia, orden y congruen-
cia que si s o su opuesta pasan por O el resultado es inmediato.

Suponga que s no pasa por O.

a) Muestre que existe en s un segmento AB de longitud r —

I0A.

b) Use la propiedad triangular en el triAngulo O BA para mos-
trar que |OB| <.
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Muestre que B es interior a c.
Muestre que existe en s un segmento AC' de longitud 2r.

Use la propiedad triangular en el triAngulo O BC' para mos-
trar que |OC| > r.

Muestre que C' es exterior a c.

Suponga un punto D de s interior a c. Muestre que to-
dos los puntos entre A y D son interiores a ¢ (sugerencia:
recuerde que los circulos son convexos).

Muestre que si un punto D de s es interior a c¢, entonces
todos los puntos menores que D (segin s) son interiores a
c.

Suponga un punto E de s que es interior a c.
1) Muestre que existe en la semirrecta opuesta a la E'A
un segmento EFE’ de longitud r — |OE|.

2) Use la propiedad triangular en el tridngulo OE'E’ para
mostrar que |OE'| < r.

3) Pruebe que existe un punto E’ mayor que F (segin s)
interior a c.

Suponga un punto F' de s exterior a ¢. Suponga para re-
ducir el problema al absurdo que existe un punto M > F
segin s, tal que |OM| < r.
1) Pruebe que el segmento AM debe ser interior a c.
2) Muestre que esto contradice la convexidad de los circu-
los.
Suponga un punto GG de s exterior a c.
1) Muestre que existe en la semirrecta GA un segmento
GG de longitud |OG| — 7.
2) Use la propiedad triangular en el triangulo OGG’ para
mostrar que |OG'| > r.
3) Pruebe que existe un punto G’ menor que G (segin s)
exterior a |c|.
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4.

Concluya la prueba.

Corolario 363. Sea una circunferencia ¢ de centro O y radio r, y
una semirrecta abierta s de origen A, con A en el interior de c. Sea
el conjunto S de puntos P de s, tales que existe un punto ) de s, de
modo que |OQ| <r y P < Q (segin s), y sea 8" =s—S. Se cumple

que:

1.
2.
3.

/.
5.

S y S’ son no vacios.
S es abierto.

Cualquiera de los puntos de S es menor (segin s) que cualquiera
de los puntos de S'.

Todos los puntos de s interiores a ¢ estin en S.

Todos los puntos de s exteriores a ¢ estdn en S'.

Ejercicio 364. Pruebe el corolario [363] (sugerencia: vea el lema [361]).

Teorema 365. Toda semirrecta con origen en un punto interior de
una circunferencia corta a dicha circunferencia.

Ejercicio 366. Demuestre el teorema [365

1.

3.

4.

Dibuje una circunferencia ¢ de centro O y radio r, y una semi-
rrecta abierta s de origen A, con A en el interior de c.

. Muestre que el conjunto X de puntos de P de s tales que existe

un punto @ tal que |OQ| < ry P < @ segin s, junto con
los puntos de la semirrecta opuesta a s; y el conjunto ) de los
demas puntos de s, cumplen con las hipétesis del principio de

Dedekind (sugerencia: compare con los conjuntos S y &' del
corolario [363]).

Muestre que existe un punto D en s que es el minimo de ).

Suponga para reducir el problema al absurdo que |OD| < r.
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a) Pruebe que D esta en X.

b) Concluya con la prueba por el absurdo.
5. Suponga para reducir el problema al absurdo que |OD| > r.

a) Muestre que existe un punto menor que D que esta en ).

b) Concluya con la prueba por el absurdo.
6. Concluya con la prueba.

Corolario 367. Si una recta tiene un punto en el interior de una
circunferencia, cortard a esta en dos puntos. St un segmento tiene
un extremo en el interior de una circunferencia y otro en el exterior,
cortard a dicha circunferencia.

Ejercicio 368. Demuestre el corolario [367]

4.3. Interseccidon de dos circunferencias

Lema 369. Sean ¢, la circunferencia de centro Oy y radio r1, y co la
circunferencia de centro Og y radio ry. St ¢y tiene un punto M en el
wnterior de co y un punto N en el exterior de co, entonces

|T1—’l“2| < |0102| <711+ 79,

y reciprocamente. Ademds, existen los puntos A y A’ de co, en el
interior y en el exterior de ci, respectivamente; y los puntos B y B’
de c1, en el interior y en el exterior de de co, respectivamente; con A,
A, B, B', Oy y Oy alineados, con Oy entre B" y Oy, y Oy entre Oy y
Al

Ejercicio 370. Demuestre el lema |[369

1. Dibuje la circunferencia c¢; de centro O; y radio ry, y la circun-
ferencia cy de centro O, y radio ro.

2. Para demostrar la condiciéon necesaria, dibuje un punto M de
c1 en el interior de ¢y y un punto N de c¢; en el exterior de cs.

179



CAPITULO 4. CONTINUIDAD

Figura 4.3.1: Relaciones entre circunferencias que se cortan

a) Muestre que se cumple que
|O0105] < 11+ |O2 M| < ry + 19
b) Muestre que se cumple que
|0102| 2 |1 — |O2N||
¢) Muestre que si 7 > |O2N| entonces

|0102| 2 |7“1 — |02N|| =T — |02N|
—|0102’ gOgN—Tl <T9—T

d) Muestre que si r; < |OyN| entonces
(010s] 2 |r1 = |O2N|| = |O2N| =11 > 15 — 14

e) Concluya con la condicién necesaria.

3. Para demostrar la condiciéon suficiente, marque un punto M en
la semirrecta O;0, tal que |O1M| = r; y un punto N en la
semirrecta opuesta a 010, tal que |O1N| = 1.
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a) Marque un punto S en la semirrecta O20; tal que |O2S| =
ro v un punto 7' en la semirrecta opuesta a O;0; tal que
‘02T| = Ta.

b) Tome el orden inducido por la semirrecta O;0, y suponga
para reducir el problema al absurdo que M < S.

1) Muestre que en este caso se cumple
]0102| = ’OlM‘—HMS‘—HSOQ’ = T1+’MS’—|—7’2 > r1+7re

2) Concluya con la prueba por el absurdo.
¢) Muestre que M no puede ser S.

d) Tome el orden inducido por la semirrecta O;0, y suponga,
para reducir el problema al absurdo, que M > T

1) Muestre que
r1 = |MT|+|TOs| + |0105| = [MT| +ry + |010,|

2) Muestre que | > 5.
3) Muestre que

T — 19 = |11 — 1| = |[MT| + |010;] > |010,]

4) Concluya con la prueba por el absurdo
) Muestre que M no puede ser T
) Pruebe que S < M < T.

) Muestre que M esta en cy.

)

~-

> Q@

) Muestre que N no esta en cy.

1) Concluya la prueba de la condiciéon suficiente.
4. Para demostrar la segunda parte del lema siga los pasos a con-
tinuacion.

a) Muestre que existe un punto A sobre la semirrecta Oy04
y un punto A’ sobre la semirrecta opuesta tales que la
longitud de los segmentos O A y O3 A’ es igual a ry. Marque
los punto Ay A’.
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b) Muestre que si |O;A’| < rq, entonces
|01A] = 010;] +12 = 1y

(Note que Oy esté entre Oy y A’)
¢) Muestre que esto es contradictorio.

d) Arrastre el punto A de modo que se encuentre entre Oy y

Os.

1) Muestre que si |O1A| > rq, entonces |O105| = |01 A| +
|AOy| = 71 + 12
2) Muestre que esto es contradictorio.

e) Arrastre el punto A de modo que O; se encuentre entre A
y OQ.

1) Muestre que si |O1A] > 71, entonces m = |O2A4] =
|0201| -+ |01A| 2 |0201| + T1
2) Muestre que esto es contradictorio.

f) Realice los pasos analogos con respecto a By B'.
5. Concluya la prueba

Corolario 371. Si ¢ tiene un punto M en el interior de co y un
punto N en el exterior de co, entonces cy tiene un punto S en el
wnterior de ¢y y un punto T en el exterior de c;.

Ejercicio 372. Pruebe el lema [371

Definicién 373. Sean A y B como en el lema Si un punto P
cumple que PE, < PFE;, donde E; y E; son las intersecciones de
una semirrecta perpendicular a la recta AB de origen P con ¢ y ¢
respectivamente, decimos que cumple la propiedad P. Si un punto P
cumple que PE; < PE,, decimos que cumple la propiedad P’.

Lema 374. Eziste al menos un punto con la propiedad P.

Ejercicio 375. Pruebe el lema [374]siguiendo los pasos a continuaciéon
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9.

Figura 4.3.2: Propiedades P y P’

. Trace una semirrecta u perpendicular a » = AB de origen A.

Donde A y B son los puntos como en el lema (369

Muestre que existe un punto D de interseccion de w con c;.
Dibuje a D.

Dibuje al segmento g = DB.
Muestre que g corta a ¢ en un punto E. Dibuje a E.

Trace la perpendicular A a r por E. Marque el punto F' pie de
h.

Use el axioma de Pasch para mostrar que F estd entre A y B.

Muestre que existe un punto GG de interseccion de b y ¢;. Dibuje
aG.

Muestre que E esta entre G y F. (Note que si el segmento E'F
cortara a ¢;, F o F deberian estar en el exterior de ¢y).

Concluya la prueba.

Lema 376. Sean A y B como en el lema[369 Si un punto P tiene
la propiedad P, entonces existe un punto Q) con la propiedad P, tal
que P < Q) segun el orden inducido por la semirrecta AB.
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Ejercicio 377. Demuestre el lema [376|sugerencia: revise la prueba
del lema [374]).

Lema 378. Sean A y A" como en el lema [369 Si un punto P tie-
ne la propiedad P entonces, todos los puntos entre A y P tienen la
propiedad P.

Ejercicio 379. Pruebe el lema|378|siguiendo los pasos a continuacion.

1.

10.

11.

12.

13.

Dibuje una circunferencia ¢y de centro Oy que pase por un punto

A
Trace la recta f = O A’.

Marque el otro punto A de interseccion de co y f.

. En la semirrecta O A marque un punto O;.

Marque un punto P entre Ay A’.
Trace una recta g perpendicular a f por P.

En uno de los semiplanos de borde f marque la interseccion P,
de g con cs.

Marque un punto P; tal que P, esté entre P, y P.
Marque un punto () entre Ay P.
Trace una recta h perpendicular a f por Q).

En el semiplano de borde f donde estd P», marque la intersec-
cion Qo de h con cs.

Marque un punto )1 entre Q> y Q).

Suponga para reducir el problema al absurdo que existe una
circunferencia c¢; de centro Oy que pasa por P y Q1.

a) Marque los segmentos O1Q1, O1 Py, y pintelos de verde.
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)

Marque los segmentos O1Q2, O1P,, y pintelos de azul.
Marque los segmentos 022, O3 Py, v pintelos de rojo.

Muestre que () estd en el arco AP, que no contiene a
A" (sugerencia: suponga que Q2 estd en el arco P,A" y
concluya que en este caso () estaria entre Py A’, lo cual
seria absurdo).

o —

Muestre que la semirecta 0909 es interior a PoOsA, con-
gruente con P@l.

Muestre que Ol/OQ\QQ < 01/0?2.

Pruebe que O1Qy < O1 P, (sugerencia: use el teorema
).

Verifique la siguiente cadena de desigualdades de segmen-

tos
01Q1 < 01Q2 < O1P, < O P,

Muestre que esto es contradictorio.

14. Concluya la prueba.

Lema 380. Sea B como en el lema[369. Eziste al menos un punto
con la propiedad P’. Si un punto P tiene la propiedad P’, entonces
existe un punto @ con la propiedad P’, tal que QQ < P y todos los
puntos entre B y P tienen la propiedad P'.

Ejercicio 381. Pruebe el lema m (sugerencia: revise las pruebas de
los lemas [374] [376| v [378)

Corolario 382. Sean A y B como en el lema[369. Sea S el conjunto
de puntos T de la recta r = AB tales que existe un punto @) con la
propiedad P tal que T < @, y el conjunto ' =r —S. Se cumple que:

1. § y &' son no vacios.

2. S es abierto.
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3. cualquiera de los puntos de S es menor que cualquiera de los
puntos de S’.

4. todos los puntos con la propiedad P estdn en S.
5. todos los puntos con la propiedad P’ estin en S'.
Ejercicio 383. Demuestre el corolario [382]

Teorema 384. Si una circunferencia tiene un punto en el interior y
otro en el exterior de otra, entonces las circunferencias tendrdan dos
puntos en comun.

Ejercicio 385. Demuestre el teorema [384
1. Dibuje los objetos del lema [369

2. Muestre que los conjuntos S y 8’ del corolario cumplen con
las hipétesis del principio de Dedekind.

3. Muestre que existe un punto D que es el minimo de S’.
4. Muestre que D esta en el intervalo AB.

5. Muestre que D no tiene la propiedad P (note que de otro modo
estaria en S).

6. Muestre que D no tiene la propiedad P’ (note que de otro modo
no serfa el minimo de §).

7. Concluya la prueba.

4.4. Construcciones con regla y compas

Esta seccion se incorpora no sélo porque es una aplicaciéon de la
continuidad, sino por su gran valor histérico. Las construcciones con
regla y compds constituyen un método (teorico) que indica que dados
dos puntos distintos A y B siempre podemos trazar una recta que
pase por ellos y también una circunferencia con centro en uno de ellos
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y que pase por el otro. También, a través de este método podemos
saber si dos rectas construidas o una recta y una circunferencia, o dos
circunferencias tienen o no intersecciones y en ese caso conocerlas.
Las construcciones con regla y compéas son problemas planos.

Teorema 386. Dados dos puntos A y B es posible construir un tridn-
gulo equildtero ABC.

Ejercicio 387. Para demostrar el teorema siga los pasos a con-
tinuacion

—_

. Dibuje los puntos A y B.

2. Dibuje las circunferencia c¢; de centro A que pasa por B, v ¢
de centro B que pasa por A.

3. Muestre que las circunferencias ¢; y ¢o deben cortarse en dos
puntos C'y D.

4. Demuestre que el triangulo ABC' es equilatero.
5. Concluya la prueba.

Corolario 388. Dados dos puntos A y B es posible construir la me-
diatriz del segmento AB.

Ejercicio 389. Demuestre el corolario [388|

Teorema 390. Dados una recta v y un punto P, es posible construir
la perpendicular desde P a r.

Ejercicio 391. Demuestre el teorema [390] (sugerencia: no olvide dis-
tinguir los casos en que el punto es exterior a la recta o esta sobre la
recta).
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4.4.1. Construcciones con compas antiguo y mo-
derno

En la antigiiedad el compas antiguo no servia para transportar
segmentos. Es decir, una vez aplicado, el compas se cerraba. Mostra-
remos que las construcciones con compas antiguo son equivalentes a
las construcciones con compas moderno.

Teorema 392. Es posible transportar un segmento a sobre una se-
marrecta f con un compds antiguo.

Ejercicio 393. Para probar el teorema [392]siga los pasos a continua-
cion

1. Dibuje una semirrecta f de origen O y un segmento a = AB.
2. Arrastre el punto A hasta que OA > OB.

3. Trace la circunferencia ¢ de centro O que pasa por A y la cir-
cunferencia d de centro A que pasa por O.

4. Marque los puntos C'y D de interseccion de ¢ con d (sugerencia:
muestre que existen)

5. Trace la circunferencia e de centro A que pasa por B.
6. Marque los puntos de interseccion F'y F de cy e.
7. Trace la circunferencia h de centro D que pasa por F.

8. Marque el punto G de interseccion de h con d que es simétrico
del punto F con respecto a la recta C'D. Muestre que G existe.

9. Muestre que los segmentos OG y AFE son congruentes.
10. Muestre que los segmentos OG y AB son congruentes.
11. Trace la circunferencia k con centro en O que pasa por G.

12. Marque la interseccion H de k con f.
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13. Pruebe que el segmento OH es congruente con el segmento AB.

14. Concluya la prueba.

Observacion 394. En la prueba del teorema [392] solamente usamos
compés para la construccion. Es importante indicar que toda cons-
truccion con regla y compas puede realizarse solamente con compas
(antiguo o moderno). Esta equivalencia de las construcciones fue pri-
meramente demostrada por Mohr y cien anos después fue realizada
por Mascheroni.
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Capitulo 5

Paralelismo

Todo aquel interesado en la historia de la geometria sabe que una
de las empresas mas interesantes de los mateméticos fue el intento
de demostrar el postulado de las paralelas o quinto postulado de Eu-
clides. Actualmente, a partir de los aportes de Hilbert tenemos la
posibilidad de enunciar rigurosamente el problema del V postulado
como sigue:

Habiendo aceptado los axiomas enumerados en los grupos I-1V,
deducir de ellos el axioma V.

Hoy notamos que el axioma V es independiente de los axiomas
anteriores, es decir, si se niega el axioma V y se lo adjunta a los
axiomas [-1V, podemos aun formar un sistema légico.

5.1. Axioma de las paralelas y consecuen-
cias

V (Axioma de las paralelas) Sea a una recta arbitraria y A

un punto exterior a ella, entonces en el plano determinado por A y

la recta a, se puede trazar a lo sumo una recta que pasa por A y no
corta a a.

Teorema 395. Por un punto exterior a una recta a pasa exactamente
una recta que no corta a a y es coplanar con a.
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Ejercicio 396. Pruebe el corolario [395] siguiendo los pasos a conti-
nuacion.

10.

11.

12.

. Dibuje una recta a = AB y un punto P fuera de a.

Oculte los puntos A y B.

Marque un punto @ en a.

Dibuje el segmento b = PQ).

Trace el punto medio M de b.

Dibuje un punto R en a distinto de Q.

Dibuje el simétrico R’ de R con respecto a M.

Muestre que los tridngulos MQR y M PR’ son congruentes.

Suponga, para reducir el problema al absurdo, que las rectas a
y s = PR’ se cortan en un punto S.

a) Suponga que P esta entre R’y S, y que R esta entre @
y S. Dibuje con el lapiz en linea de trazos la recta s y el
corte de S de a y s.

b) Muestre que m = MR'P.

¢) Muestre que esto contradice el primer teorema del dngulo
exterior.

Concluya que por cada punto dado, exterior a una recta dada,
en el plano determinado por esta recta y este punto pasa al
menos una recta que no corta a la recta dada.

Muestre que por cada punto dado, exterior a una recta dada,
en el plano determinado por esta recta y este punto pasa a lo
sumo una recta que no corta a la recta dada.

Concluya la prueba.
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Definicién 397. Dada una recta a y un punto A exterior a a, decimos
que una recta b es paralela a a por A si es coplanar con a'y A, y no
corta a a.

5.2. Angulos entre paralelas cortadas por
una transversal

Definicion 398. Sean a y a' dos rectas coplanares. Se denomina
transversal a una recta t que es secante con a y a'.

Sean dos rectas coplanares y paralelas a y o' cortadas por una
transversal ¢ en los puntos A y A’, respectivamente (vea la figura
. Tomemos los puntos By B’ en a y en @’ respectivamente, a un
lado de ¢; y los puntos C'y C' en a y en a' respectivamente, al otro
lado de ¢. Tomemos el punto D tal que A esta entre Dy A’, y el punto
D’ tal que A’ esta entre D' y A. Obtenemos ochos angulos, cuatro en
cada punto de interseccion, nombrados de la manera siguiente:

1. m y m, m y @ son alternos internos entre para-
lelas cortadas por una transversal. Pintados en rojo en la figura

B.2.11

9. BAD y C@’, BAD y @ son alternos externos entre
paralelas cortadas por una transversal. Pintados en azul en la
figura [5.2.1]

3. Wy@gmy@7@yc@',@y@
son correspondientes entre paralelas cortadas por una transver-
sal. Pintados en verde en la figura [5.2.1]

4. CAA y m, BAA y AA'B' son conjugados internos entre
paralelas cortadas por una transversal.

9. @ y @’, DAB y DAB son conjugados erternos entre
paralelas cortadas por una transversal.
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Figura 5.2.1: Angulos formados por paralelas cortadas por una trans-
versal

Teorema 399. Los dngulos alternos internos entre paralelas cortadas
por una transversal son congruentes. Ademds, si dos rectas al ser
cortadas por una transversal forman dngulos alternos internos iguales,
son paralelas.

Ejercicio 400. Demuestre el teorema siguiendo los pasos a con-
tinuacion.

1. Dibuje una recta a = AB.

2. Dibuje un punto A’ exterior a a.
3. Trace una paralela o’ a a por A’
4. Trace la transversal b = AA'.

5. Marque un punto C sobre o', al otro lado de B con respecto a
b.

6. Suponga, para reducir el problema al absurdo, que los angulos
BAA" y C'A’A no son congruentes.
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a) Dibuje un punto D del otro lado de B con respecto a b de

tal modo que BAA y DA'A sean congruentes. Verifique
que D no puede estar en a'.

b) Suponga, para reducir el problema al absurdo, que la recta
¢ = DA’ corta a a en el punto S que se encuentra del
mismo lado que B con respecto a b. Dibuje con lapiz a c 'y
marque a S.

¢) Muestre que se contradice el primer teorema del dngulo
exterior aplicado al triangulo AA’S.

d) Considere el caso en que S se encuentre del otro lado que
B con respecto a b.

e) Concluya que c es otra paralela a a por A'.

f) Muestre que esto contradice el axioma de las paralelas.

7. Concluya que los dngulos alternos internos entre paralelas cor-
tadas por una transversal son congruentes.

8. Para mostrar que si dos rectas, al ser cortadas por una trans-
versal forman angulos alternos internos iguales, son paralelas;
opere como en el item

9. Concluya la prueba.

Corolario 401. Los dngulos alternos externos entre paralelas corta-
das por una transversal son congruentes. Asimismo, los dngulos co-
rrespondientes entre paralelas cortadas por una transversal son con-
gruentes. En cambio, los dngulos conjugados internos entre paralelas
cortadas por una transversal son suplementarios, lo mismo que los
conjugados externos entre paralelas cortadas por una transversal.

Ejercicio 402. Pruebe el corolario 401| usando el teorema y el
teorema 64
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5.3. Proposiciones equivalentes al axioma
de las paralelas

En esta seccion estudiamos proposiciones o enunciados equivalen-
tes al axioma de las paralelas. Por esta razoén, en algunos casos, no
suponemos el axioma de las paralelas en las demostraciones.

El quinto postulado de Euclides

Con la intencién de sintetizar la geometria plana, Euclides funda-
ment6 la geometria exponiendo un grupo de axiomas y postulados,
de los cuales el més famoso es el quinto postulado que en su versiéon
original dice:

Y que cada vez que una recta, al intersecar otras dos, forme
a un mismo lado angulos internos cuya suma sea menor que
dos rectos, dichas dos rectas se intersecardn en aquel lado en
el cual esta suma es menor que dos rectos. [Efimov, 1984]

/

Figura 5.3.1: Postulado V de Euclides

Teorema 403. Si se asume el quinto postulado de Fuclides tiene
lugar el axioma de las paralelas.

Ejercicio 404. Pruebe el teorema [403] siguiendo los pasos a conti-
nuacion.

1. Dibuje una recta a = AB y un punto P fuera de a.

196



5.3. PROPOSICIONES EQUIVALENTES

7.

Trace la perpendicular b a a por P. Sea C' el pie de la perpen-
dicular.

Trace la perpendicular ¢ a b por P.

Pruebe que c es una paralela a a por P.

. Pruebe que otra recta distinta de ¢ = DP (que pase por P)

debe formar con b a uno de sus lados un dngulo agudo. Dibuje
a c y suponga que o = C'PD es agudo.

Use el postulado de Euclides para mostrar que a y d deben
cortarse.

Concluya la prueba.

Teorema 405. 5@ se asume el axioma de las paralelas tiene lugar el
quinto postulado de Fuclides.

Ejercicio 406. Pruebe el teorema [405| siguiendo los pasos a conti-
nuacion.

1.
2.

Dibuje una recta a = AB y un punto P fuera de a.
Trace una recta b = AP.

Marque un punto C' interior al angulo BAP de tal modo que
BAP + APC < 7 (repase esta notacion).

Trace una recta ¢ = PC. Observe que las rectas a y ¢ corta-
das por la transversal b, determinan para un lado de b angulos
internos cuya suma es menor que dos rectos.

Marque un punto D interior al dngulo BAP de tal modo que
BAP + APD = .

Trace una recta d = PD.

Dibuje un punto E sobre d, de tal modo que P esté entre E y
D.
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8. Muestre que BAP = APE.

9. Pruebe que a y d no se cortan (sugerencia: suponga por el ab-
surdo que se cortan, primero a un lado de b y luego en el otro
lado. Use el teorema [209)).

10. Muestre que a y ¢ se cortan (observe que si no se cortaran
contradiria el axioma de las paralelas).

11. Dibuje un punto F' sobre ¢, de tal modo que P esté entre F'y
C.

12. Suponga por el absurdo que las rectas a y ¢ se cortan en un
punto G del lado de F' con respecto a b.

a) Muestre que la semirrecta PC' corta al segmento DA.
b) Muestre que D y A estan a distinto lado con respecto a c.

¢) Muestre que la semirrecta PE esta del mismo lado que A
con respecto a c.

d) Muestre que d debe cortar al segmento G A.

e) Concluya con el absurdo.

13. Concluya la prueba.

5.3.1. Lasuma de los Angulos interiores de un trian-
gulo

Teorema 407. Si la suma de los dngulos interiores de cada tridngulo
suma dos rectos, tiene lugar el axioma de las paralelas.

Ejercicio 408. Pruebe el teorema [407| siguiendo los pasos a conti-
nuacion.

1. Trace el segmento a = AB.

2. Trace las rectas b y O perpendiculares a a por B y por A res-
pectivamente.
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10.

11.

Sobre uno de los lados « de la prolongacién de a, marque el
punto C' sobre ¥'.

. Sobre «a y sobre b tome el punto B; de tal modo que BA = BB;y,

como indica la figura [5.3.2]

Pruebe, bajo la hipotesis que la suma de los dngulos interiores
de todo triangulo es igual a dos rectos, que

@EB/AEEB/IA\C:%

Sobre la semirrecta opuesta a la B;B tome el punto By de tal
modo que B1By = AB;.

Pruebe que
BiByA = BiAB, = BAC = ¢
Sobre la semirrecta opuesta a la By B, tome el punto Bs de tal

modo que ByB3 = ADBs.

Pruebe que
B,B3A = ByAB; = BsAC = 116
Generalice el procedimiento bosquejado en los items anteriores

y pruebe que para el paso n

— ™

B, .B.A= B, .AB, = B, AC

- 2n+l

Pruebe que si una recta r. forma con la semirrecta AB hacia el
lado o un angulo agudo S debe existir un valor n tal que

BAB, > 8
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Figura 5.3.2: La suma de los angulos interiores y el axioma de las
paralelas

12. Muestre que r corta a la recta b (sugerencia: vea el teorema
109)).

13. Concluya la prueba.

Definicion 409. Designamos por S (A) la suma de los angulos inte-
riores de un triangulo A, y por D (A) la diferencia entre dos rectos y
dicha suma, de forma que

D(A)=m—-5(A)
Esta diferencia suele decirse el defecto del triangulo.

Lema 410. En cada tridngulo la suma de dos dngulos es menor que
dos rectos.

Ejercicio 411. Pruebe el lema (sugerencia: revise la prueba del
teorema [209)).

Lema 412. Para cada triangulo es posible construir uno nuevo que
tenga la misma suma de dngulos internos que el dado y con uno de
sus dngulos al menos dos veces menor que algun dngulo prefijado del
triangulo dado. FEn general, para cada tridngulo es posible construir
uno nuevo que tenga la misma suma de dngulos internos que el dado
y para cada real positivo €, uno de sus dngulos de amplitud menor que
€.

Ejercicio 413. Pruebe el lemal[d12|siguiendo los pasos a continuacion.
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10.

. Dibuje el triangulo ABC' de lados correspondientes a, b y c.

Marque el punto medio O del lado a.

Marque el simétrico A" de A con respecto a O.
Trace el segmento d = AA’.

Marque los angulos a; = BAO Vo = OAC.

Muestre que a; 0 ay debe ser menor o igual que la mitad del
angulo en A (sugerencia: suponga para reducir el problema al
absurdo que ambos son mayores estrictos que el angulo en A).

Suponga que oy < Q.

a) Trace el segmento e = A'C.

b) Marqu/e_lis angulos § = A/B\C’, v = A/C’\B, Yo = BCA y

o = AAC.
¢) Pruebe que

S(ABC) = Oél+042+ﬁ+’)/1
S(AAC) = as+ad +7+ 7

d) Pruebe que los triangulos ABO y COA’ son congruentes.

e) Pruebe que
o =a, p=0

f) Pruebe que o + s es igual al angulo en A.
Resuelva para el caso en que a; < as.
Concluya la primera parte de la prueba.

Construya una herramienta para dados tres puntos no alineados
A, By C encontrar un punto A’ tal que sea el simétrico de A
con respecto al punto medio del lado a (como en el lema |412)).
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11.

12.

13.

14.

15.
16.

17.

18.

19.

20.
21.

22.

23.

Suponga que el dngulo AAC < A'AB. Sea a = BAC'. Muestre
que el triangulo AC' A’ tiene un angulo (en este caso aw), que es
menor o igual que «/2.

Use la herramienta para generar un punto A” considerando el
triangulo AA'C.

Trace el segmento AA” y el punto medio O" de A'C.

Suponga que el angulo ATAAY < ATAC. Muestre que el trian-
gulo A”AA’ tiene un angulo que es menor o igual que «/4.

Pruebe que los tridngulos ACO’ y A”O’A’ son congruentes.

Pruebe que la suma de los angulos interiores de los tridngulos
AA'A” AA'C y ABC es la misma.

Use la herramienta para generar un punto A” considerando el
triangulo AA’A”.

Trace el segmento AA” y el punto medio O” de A”A’.

Suponga que el angulo AT AAM < ATAA™, Muestre que el trian-
gulo A”AA" tiene un dngulo que es menor o igual que a/8.

Pruebe que los triangulos AA'O” y A”O"” A" son congruentes.

Pruebe que la suma de los dngulos interiores de los tridngulos
AATA" S AAAY, AAC y ABC es la misma.

Continte inductivamente el proceso para mostrar que dado un
triangulo cualquiera ABC) el paso n-ésimo de este proceso cons-
truird un tridAngulo con un angulo menor que uno prefijado, pero
que el triAngulo resultante tendra la misma suma que ABC.

Concluya la prueba.

Teorema 414. En cada tridngulo

S(A)<
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Ejercicio 415. Pruebe el teorema [414] siguiendo los pasos a conti-
nuacion.

1. Suponga para reducir el problema al absurdo que existe un
tridngulo A = ABC tal que la suma de los angulos interiores es
m+¢e,e>0.

a) Muestre que existe un triangulo A’ con la misma suma de
los angulos interiores que A, pero con un angulo 6 < ¢
(sugerencia: use el lema 412)).

b) Muestre la suma de los angulos interiores de A’ es menor
que 7 + 0 (sugerencia: use el lema [410)).

¢) Muestre que esto es un absurdo.
2. Concluya la prueba.

Lema 416. Si el tridngulo ABC' se divide en dos por la recta BP,
con P un punto en el lado BC' defecto de ABC' serd iqual a la suma
de los defectos de los triangulos ABP y BPC.

Ejercicio 417. Pruebe el lema[416]siguiendo los pasos a continuacion.

1. Dibuje un tridngulo ABC y un punto P en el lado b.

2. Marque los angulos a = @, b = 1@, 01 = BPA. Pintelos
de verde.

3. Marque los angulos v = A/C\B, By = P/B\C, 0y = BPC. Pintelos
de rojo.

4. Pruebe que

D(ABP) = m—(a+ 1+ 01)
D(BPC) = m—(f2+05+7)

5. Pruebe que m = 01 + 09
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6. Pruebe que

D(ABC) =D(ABP)+D(BPC)= m—(a+ i+ f+7)

7. Concluya la prueba.

Lema 418. Sean dos tridngulos ABC y AB1CY con vértice comin
A, y tales que los vértices By y Cy del sequndo se encuentran respec-
tivamente en los lados AB y AC del primero. Entonces el defecto del
sequndo tridngulo no supera al del primero.

Ejercicio 419. Pruebe el lema m (sugerencia: dibuje la situacion
y agregue el segmento C B. Aplique el lema [416] a los tres triAngulos
que han quedado formados).

Lema 420. Sean dados dos tridngulos rectingulos ABC' (dngulo recto
en B) y A'B'C" (dngulo recto en B'), tales que los catetos AB y BC
del ABC' son mayores que los catetos A'B" y B'C" del A’B'C’, respec-
tivamente. Entonces, st la suma de los dngulos internos del triangulo

ABC' es igual a dos rectos, entonces también lo serd los del tridngulo
A'B'C".

Ejercicio 421. Pruebe el lema[120]siguiendo los pasos a continuacion.

1. Dibuje dos tridngulos rectangulos ABC'y A’B'C' como en las
hipotesis del lema. Cuide que los tridAngulos tengan igual sentido
en la notaciéon de sus vértices.

2. Arrastre el tridngulo A’B’'C’ hasta que B coincida con B’ C’
se encuentre en el lado BC' y A’ se encuentre en el lado AB
(sugerencia: use las herramientas “Mueve” y “Rotacion” en torno
a un punto).

3. Agregue el segmento C'A’ al dibujo.
4. Use el lema para mostrar que D (A'B'C") < D (ABC).

5. Concluya la prueba.
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Definicién 422. Dados cuatro puntos A, B, C' y D coplanares, no
alineados de a tres, decimos que estos cuatro puntos determinan un
cuadrildtero ABCD. A los segmentos AB, BC, CD y AD los llama-
mos lados , a A, B, C' 'y D, vértices y a los segmentos AC' y BD,
diagonales. Decimos que los lados AB y C'D son opuestos, como asi
también los lados BC'y DA. A los lados con un extremo en comin
lo llamamos adyacentes.

Un cuadrilatero es convezxo si cada lado se encuentra a un mismo
lado con respecto a la prolongacion del lado opuesto. En un cuadri-
latero convexo ABC D, a los angulos 1@, @, CDA y DAB los
llamamos interiores.

Un rectangulo es un cuadrilatero con los angulos internos rectos.

Lema 423. Si la suma de los dngulos interiores de un tridngulo rec-
tangulo es igual a dos rectos, entonces lo serd la de cualquier otro
triangulo rectdngulo.

Ejercicio 424. Pruebe el lema siguiendo los pasos a continuacion.

1. Dibuje un tridngulo ABC, rectangulo en A. Suponga que la
suma de los angulos interiores de ABC' es 7.

2. Obtenga un cuadrilatero ABC'A’ por medio de adjuntar al tridn-
gulo ABC' su simétrico con respecto al punto medio D del lado
a.

3. Pruebe que ABC A’ tiene todos los angulos interiores rectos, es
decir, ABC' A’ es un rectangulo con lados opuestos congruentes.

4. Pruebe que si tenemos un rectdngulo con lados opuestos con-
gruentes y le adjuntamos su simétrico con respecto al punto
medio de cualquiera de sus lados, obtenemos otro rectangulo.

5. Muestre que si a un rectangulo con lados opuestos congruentes
se lo divide por una diagonal se obtiene dos tridngulos rectan-
gulos congruentes con suma igual a dos rectos.
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6. Disene un procedimiento para construir un tridngulo rectangulo
cuya suma de sus angulos interiores sea dos rectos y sus lados
més largos que cualquier longitud dada, teniendo un tridngulo
rectangulo dado de suma de sus dngulos interiores igual a dos
rectos.

7. Concluya la prueba.

Teorema 425. Si la suma de los dngulos de al menos un tridngulo
es tqual a dos rectos, también lo serd la de cualquier otro tridngulo.

Ejercicio 426. Pruebe el teorema [425| siguiendo los pasos a conti-
nuacion.

1. Marque tres puntos no alineados A, By C'y las rectas a = BC),
b=ACyc=AB.

2. Pruebe que el tridngulo ABC puede descomponerse en dos trian-
gulos rectangulos, por ejemplo ADB y ADC'. Dibuje la situaciéon
(sugerencia: vea la proposicion [216)

3. Suponga que la suma de los angulos del triangulo ABC' es igual
a dos rectos.

4. Pruebe que los tridangulos ADC y ADB tienen defecto cero
(sugerencia: vea el el lema [416]).

5. Marque tres puntos no alineados A’, B’ y C' y las rectas a’ =
B'C, WV =ACyd=ADB.

6. Pruebe que el tridngulo A’B'C’ puede descomponerse en dos
triangulos rectangulos, por ejemplo A'D'B" y A’D'C". Dibuje la
situacion (sugerencia: vea la proposicion [216)).

7. Pruebe que D (A'B'D') =0y D (C'A'D’) = 0 (sugerencia: vea
el lema [423]).

8. Pruebe que D (A'B'C") = 0.
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9.

Concluya la prueba

Proposicion 427. El axioma de las paralelas implica que la suma de
los dangulos internos de un tridngulo es iqual a dos rectos.

Ejercicio 428. Demuestre la proposicion [#27] siguiendo los pasos a
continuacion

1.

2.

Marque los puntos A, B y C no alineados.
Trace las rectas a = BC, b= AC y ¢ = AB.

Por C trace la paralela d a c.

. Marque un punto D sobre d que esté del otro lado de A con

respecto a a.

Marque un punto E sobre d que esté del mismo lado de A con
respecto a a.

. Suponga, para reducir el problema al absurdo, la existencia de

una semirrecta e, distinta de la semirrecta C'D, de origen C' del
otro lado de la semirrecta BA con respecto a a, tal que deter-
mine con la semirrecta C'B, un angulo congruente con ABC.

a) Dibuje la supuesta semirrecta e.

b) Muestre que la prolongacion de e debe cortar a ¢ en un
punto G (sugerencia: use el axioma de las paralelas)

¢) Muestre que se contradice el teorema [209] ya sea que G se
encuentre del mismo lado o al otro lado de A con respecto
a B (en c).

Muestre que C'D es la tnica semirrecta tal que ABC es con-
gruente con BCD.

Muestre que B/R’ es congruente con A/C’\E

Muestre que B/R’—FA/C’\B—FA/B\CEA/C\E—FA/C\B—FB/C\D
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10. Concluya la prueba.

Corolario 429. (Segundo teorema del dngulo exterior) Si se
asume el axioma de las paralelas, se deduce que “en todo tridngulo,
un dngulo exterior es igual a la suma de los dngulos interiores no
adyacentes”.

Ejercicio 430. Pruebe el corolario [429

5.3.2. Perpendiculares levantadas desde un lado
de un angulo agudo

Ejercicio 431. Encuentre el error en la prueba a continuaciéon, donde
se pretende demostrar que existe un triangulo rectangulo con defecto
0.

1. Dibuje un angulo agudo 1@, de lados a = OA y b = OB, tal
que BAO sea recto.

2. Suponga para reducir el problema al absurdo que D (AOB) =

e > 0.
a) Dibuje un punto A; simétrico de O respecto de A.
b) Pruebe que D (OBA;) = 2¢.
¢) Levante una perpendicular d desde A; a a.
d) Marque el punto By de corte de d con b.
e) Muestre que D (OA;B;) > 2e.
f) Dibuje un punto A, simétrico de O respecto de Aj;.
g) Pruebe que D (OB Ay) > 4e.
h) Levante una perpendicular d; desde A, a a.
i) Marque el punto By de corte de d; con b.
7) Muestre que D (OA2Bsy) > 4e.
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k) Muestre que si se contintia el procedimiento bosquejado en
los item anteriores, se llegaria a construir una sucesion de
A; v B;, para cualquier i = 1,2,...

[) Pruebe que para el paso n se tendria D (OA,B,) > 2".

m) Pruebe que puede encontrarse un n suficientemente grande
de tal modo que 2"¢ > 7.

n) Concluya que esto lleva a un absurdo con la definicion de
defecto.

3. Concluya que € = 0.

Teorema 432. Si existe un dngulo agudo tal que la perpendicular
levantada desde cualquier punto de uno de sus lados corta al otro
lado, entonces tiene lugar el axioma de las paralelas.

Ejercicio 433. Pruebe el teorema Una perpendicular levantada
desde un lado de un &ngulo, ;tiene que cortar necesariamente el
otro lado del angulo? (sugerencia: vea el ejercicio 431])

Definicion 434. Un cuadrildtero de Saccheri AA’B'B tiene angulos
rectos en la base AB y los lados AA’ y BB’ son congruentes.

Figura 5.3.3: Cuadrilatero de Saccheri

Proposicion 435. El cuadrildtero de Saccheri tiene los dngulos de
la base superior congruentes. Si los dngulos de la base superior fueran
rectos se deberia aceptar el axioma de las paralelas y reciprocamente.
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Ejercicio 436. Pruebe la proposicion siguiendo los pasos a con-
tinuacion.

1.

- W

5.4.

Dibuje un cuadrilatero de Saccheri de base inferior AB y de
base superior A'B’.

Pruebe que los tridngulos A’AB y B'BA son congruentes.
Pruebe que los segmentos A'B y B’ A son congruentes
Pruebe que los tridngulos A’AB’ y B'BA’ también lo son.

Pruebe que los angulos de la base superior de este cuadrilatero
de Saccheri son congruentes.

Muestre que si los angulos de la base superior son rectos los
triangulos, AA’'B’ y BB’A son congruentes. Concluya que la
suma de los dngulos interiores de estos ultimos debe dar 7.

. Pruebe que si los angulos de la base superior del cuadrilatero

de Saccheri fueran rectos, se deberia aceptar el axioma de las
paralelas (sugerencia: vea el teorema 427)).

Pruebe que si los angulos de la base superior del cuadrilatero de
Saccheri fueran agudos, se contradiria el axioma de las paralelas.

Concluya la prueba.

Paralelismo en el espacio

Lema 437. Sean dos rectas paralelas a y a’ en un plano « y sea un
punto P fuera de a. S1 A es un punto cualquiera en a, entonces la recta
PA es alabeada con a'. Mds ain, si 3 es el plano determinado por a
y P, y~ es el plano determinado por o' y P, la recta c interseccion
de 8y~ es paralela a a y a a'.

Ejercicio 438. Pruebe el lemam (sugerencia: para la primera parte,
use el criterio de rectas alabeadas (teoremal[l9). Para la segunda parte
del teorema note que ¢ es coplanar tanto con a como con a').
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Figura 5.4.1: Paralelismo en el espacio

Teorema 439. Si la recta a es paralela a la recta b y a la recta V',
entonces b y b’ son paralelas o coincidentes.

Ejercicio 440. Demuestre el teorema siguiendo los pasos a con-
tinuacion.

1. Para probar el caso de que las rectas a, b y b’ sean no coplanares
siga los pasos a continuacion.

a) Abra una hoja de GeoGebra en una vista 3D. Oculte los
ejes cartesianos.

Trace dos rectas paralelas a, b en el a = plano zy.
Marque un punto P que no esté en .

Trace por P una recta b’ paralela a a.

Muestre que la paralela a b por P debe estar en la inter-
seccion del plano 8 determinado por a y P, y el plano ~
determinado por by P (sugerencia: use el lema [437)).

f) Concluya la prueba para este caso.

2. Para el caso en que las rectas son coplanares siga los pasos a
continuacion.
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a) Arrastre el punto P al plano a.

b) Suponga para reducir el problema al absurdo que las rectas
by b se cortan en un punto Q). Concluya que por () pasan
dos rectas rectas distintas que no cortan a a.

¢) Concluya la prueba para este caso.

3. Concluya la prueba.

Corolario 441. Sea R el conjunto de todas las rectas. Definimos la
relacion r,s € R, r ~ s st y solo si r es paralela a s o, r y s son
coincidentes. Esta relacion es de equivalencia.

Ejercicio 442. Pruebe el corolario [441

Teorema 443. Por un punto exterior a un plano pasa un inico plano
paralelo a dicho plano.

Ejercicio 444. Demuestre el teorema siguiendo los pasos a con-
tinuacion.

1. Abra una hoja de GeoGebra en una vista 3D. Oculte los ejes
cartesianos.

2. Marque un punto A que no esté en el plano zy.

3. Dibuje una recta a perpendicular al plano zy por A. Dibuje el
punto B pie de la perpendicular.

4. Para probar la existencia siga los pasos a continuacion.

a) Trace un plano 8 perpendicular a a por A.

b) Suponga, para reducir el problema al absurdo, que existe
un punto C' en comin a los planos xy y f.

1) Dibuje un punto C' sobre alguno de los dos planos.
2) Trace los segmentos b = BC'y ¢ = AC.
3) Muestre que b y ¢ son perpendiculares a a.
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4) Concluya que esto lleva a un absurdo.
5. Oculte el punto C'y los segmentos b y c.

6. Para probar la unicidad siga los pasos a continuacion. Suponga,
para reducir el problema al absurdo, que existe otro plano v que
pasa por A y que también es paralelo a xy.

a) Trace un plano v, distinto de 8 que pasa por A.

b) Pruebe que debe existir un punto D que estd en § y no en
v. Dibuje a D.

¢) Trace el plano 6 que pasa por A, By D.

d) Trace las rectas e, f y g de interseccion de los planos zy,
By 7 con ¢, respectivamente.

1) Pruebe que por A pasarian dos rectas paralelas a la
recta e.

2) Concluya que esto es absurdo.
7. Concluya la prueba.

Proposicion 445. Dadas dos rectas alabeadas hay un segmento per-
pendicular a ambas.

.

.
Y
*

N

Figura 5.4.2: Segmento perpendicular a rectas alabeadas
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Ejercicio 446. Pruebe la proposicion siguiendo los pasos a con-
tinuacion.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

. Abra una hoja de GeoGebra en una vista 3D. Oculte los ejes

cartesianos.

Dibuje dos rectas alabeadas a y b (sugerencia: vea el criterio de
rectas alabeadas, teorema [19).

Dibuje un punto A sobre b.

Trace una paralela ¢ a a por A.

Trace el plano a que contiene a by a c.
Dibuje un punto B en a.

Trace la perpendicular d a a por B. Marque el punto C' pie de
la perpendicular.

Marque la paralela e a a que pasa por C.

. Pruebe que las rectas a, ¢ y e son paralelas. Pintelas de rojo.

Pruebe que ¢ y e estan sobre a.

Pruebe que d es perpendicular a a y e (sugerencia: vea el teorema
399).

Muestre que existe un punto D de corte de e y b. Dibuje a D.

Trace la perpendicular f a a por D. Marque el pie E de la
perpendicular.

Muestre que las rectas a, d, e y f estan sobre un mismo plano.
Pruebe que d y f son paralelas.

Use el teorema para mostrar que los triangulos BED vy
BCD son congruentes.
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17.
18.
19.
20.
21.

22.
23.
24.

25.

Trace la paralela g a b por C.

Muestre que las rectas b, ¢, e y g estan sobre a.

Pruebe que existe un punto F' de corte de ¢y g. Dibuje a F'.
Muestre que los tridngulos ADC' y AFC son congruentes.

Pruebe que los segmentos FA, CD y BE son congruentes y
paralelos.

Muestre que los triangulos AEF y BEF son congruentes.
Pruebe que los segmentos AFE y F'B son congruentes.

Pruebe que los tridngulos FCB y ADE son congruentes y rec-
tangulos.

Concluya la prueba.

Proposicion 447. Si un plano « es perpendicular a una recta a,
entonces es perpendicular a todas las rectas paralelas a a.

Ejercicio 448. Demuestre la proposicion [447] siguiendo los pasos in-
dicados a continuacion.

1.

Abra una hoja de GeoGebra y elija la vista 3D. Oculte los ejes
coordenados.

. Sea « el plano zy. Marque un punto A sobre a.

Trace la recta a por A, perpendicular a a.

Trace una recta b paralela a a, por un punto B que no esta en
a.

Trace el plano ¢ que contiene a a 'y a b.

Pruebe que la recta d de interseccion de los planos a y ¢, corta
a la recta b, en el punto C. Es decir, la recta b es secante con el
plano «. Dibuje a d y C.
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10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Pruebe que las rectas b y d son perpendiculares.

Dibuje un punto D sobre a pero no sobre d.

Trace un recta e = AD.

Pruebe que e es perpendicular a a.

Trace una recta f paralela a e, por C.

Trace una recta g paralela a d por D.

Pruebe que existe un punto £ de corte de g y f. Dibijelo.
Pruebe que los segmentos AD y C'E son congruentes.
Trace una recta h paralela a d por B.

Pruebe que existe un punto F' de corte de h y a. Dibijelo.
Pruebe que los segmentos AF' y C'B son congruentes.

Muestre que los puntos B, C'y F estan en un mismo lado del
plano determinado por A, Dy F.

Muestre que los puntos B y F estan a un mismo lado de la recta
FD.

Pruebe que los segmentos F'D y BE son paralelos y congruentes.

Pruebe que los tridngulos FFAD y BC'E son congruentes.

Pruebe que BCE es recto.

Concluya la prueba.
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Este texto puede ser de mucha utilidad
como una guia de exposiciones para los
estudiantes. Ese fue el origen y su
evolucion se enriquecio principalmente a
través del proceso de retroalimentacion
con los estudiantes.

Esta centrado en el autoaprendizaje, antes
que en la ensenanza, por lo que las
instancias presenciales son muy
participativas y gratificantes.

También puede interesar a quienes gustan
de la logica, como un desafio a sus
habilidades deductivas.
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